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ПОВЕРХНОСТЬ 
НЕЛИНЕЙНОГО ВРАЩЕНИЯ
В работе рассмотрены геометрическая схема, математическая модель и ал-
горитм формообразования поверхности нелинейного вращения. Известно, 
что в евклидовой геометрии и механике преобразование вращения являет-
ся линейным, при этом расстояние и угол являются его инвариантами. Авто-
рами предложена геометрическая схема нелинейного вращения, в которой 
осью вращения служит гладкая пространственная кривая, а объектом враще-
ния является также гладкая линия. Доказаны несколько предложений, лемма  
и теорема, которые позволяют формировать исходные данные в задаче нели-
нейного вращения, решением которой являются параметрические уравнения 
гладких поверхностей. Результаты исследований позволяют расширить много-
образие циклических поверхностей в существующей классификации аналити-
ческих поверхностей. Они также могут быть полезными при создании САПР, 
в которых предусматривается проектирование поверхностных форм изделий 
машиностроения, строительства, архитектуры и других практических обла-
стей, на основе циклических поверхностей.

Ключевые слова: гладкая кривая, подвижный трехгранник, поверхность нели-
нейного вращения, алгоритм формообразования, циклическая поверхность.

МАШИНОСТРОЕНИЕ

Введение. В геометрии и кинематике известно 
понятие «вращение». В евклидовой геометрии оно 
связано с ортогональным преобразованием «вра-
щение», в результате применения которого геоме-
трический объект приобретает новое положение  
на плоскости или в пространстве, достигаемое по-
воротом вокруг точки или прямой линии. В кине-
матике рассматривается вращательное движение 
твердого тела вокруг точки — центра вращения или 
вокруг прямой линии — оси вращения, сопрово-
ждаемое кинематическими характеристиками то-
чек тела: скоростями и ускорениями. При враще-
нии объекта вокруг прямой линии каждая его точка 
описывает круговую траекторию в некоторой пло-
скости. Множество таких плоскостей представляет 
собой пучок с несобственной осью, перпендикуляр-
ной оси вращения объекта, т.е. пучок параллельных 
плоскостей. Представляет интерес более сложный 
случай, когда плоскости круговых траекторий точек 
образуют нелинейный пучок, что возможно в слу-
чае криволинейной оси вращения, для которой этот 

пучок представляет собой множество её нормаль-
ных плоскостей. При этом осью вращения и цен-
тром круговой траектории точки объекта служит 
соответствующая касательная и её точка касания 
с криволинейной осью. Известно несколько работ, 
посвященных исследованию нелинейного враще-
ния и его практическим приложениям. В работах 
[1, 2] рассматривается алгебраический подход для 
построения обобщенной поверхности вращения, 
основанный на введении функций, формирующих 
алгоритм аналитического описания взаимосвязи 
геометрий двух линий  — линий центров вращения  
и линии радиусов. При этом вне рассмотрения 
оставлен  анализ влияния геометрии и взаимного 
расположения указанных двух линий на геоме-
трию конструируемой обобщенной поверхности 
вращения. В работах [3, 4] введено понятие «ква-
зивращение», как обобщение понятия «вращение», 
применительно к криволинейной оси вращения,  
в качестве которой используются кривые второго 
порядка. В работах не рассматривалось использо-
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вание пространственных кривых в качестве осей 
вращения.

В настоящей работе предлагается геометриче-
ская схема формообразования поверхности нели-
нейного вращения для общего случая задания ба-
зовых элементов схемы, а именно криволинейной 
оси вращения и образующей линии. Рассмотрены 
числовые примеры, иллюстрирующие работу алго-
ритма формообразования в соответствии с предло-
женной схемой. Предложенная поверхность нели-
нейного вращения относится к классу циклических 
поверхностей, широко используемых в качестве 
динамических поверхностей, взаимодействующих 
с рабочей средой (газы, жидкости, сыпучие мате-
риалы). Они принадлежат к многообразию кана-
ловых поверхностей [5, 6], использование которых 
в современной промышленности часто сопряжено  
с возникновением новых практических задач, на-
пример, оптимальное размещение каналовых по-
верхностей в ограниченных и сложноорганизо-
ванных пространствах [7, 8]. При этом в качестве 
заданной принимается ось каналовой поверхности, 
а образующий поверхность элемент представляет 
собой линию или дискретный ряд точек, ограничи-
вающих форму поверхности по условиям окружаю-
щей её пространственной обстановки. Для решения 
таких задач требуются новые подходы, методы и ал-
горитмы формообразования каналовых, в том числе 
циклических, поверхностей.

Математическая модель поверхности нелиней-
ного вращения. Рассматривается геометрическая 
схема формообразования поверхности нелиней-
ного вращения (ПНВ) и даётся её аналитическое 
описание. Для этих целей используется известный 
в дифференциальной геометрии метод подвижного 
(сопровождающего) трёхгранника Френе, изложен-
ный в фундаментальных работах математиков-гео-
метров: В. Бляшке [9], Э. Картана [10], Д. Н. Зейли-
гера [11] и мн. др. В отечественных исследованиях  
в области инженерной геометрии и её практиче-
ских приложений этот метод достаточно широко 
представлен в работах [5, 6, 12–16].

1. Вращение точки относительно криволиней-
ной оси. Вращение точки выполняется в нормаль-
ной плоскости заданной криволинейной оси вокруг 
центра — точки кривой, через которую проходит 
нормальная плоскость. В качестве оси нелиней-
ного вращения используется гладкая кривая q: 
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. Схе-

ма вращения точки приведена на рис. 1.
1.1. Плоскость вращения точки. Построим под-

вижный трехгранник кривой q в её точке Q:
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Принадлежность точки M(x
M
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M
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M
) к нормальной 

плоскости (ν, β) линии q выражается уравнением:
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.
Из уравнения F(t) = 0 следует значение параме-

тра 
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, которое соответствует заданной 
точке M и определяет положение нормальной пло-
скости (ν, β). 

Очевидно, не для каждой точки M пространства 
можно построить нормальную плоскость (ν, β). Рис. 
2 дает некоторое представление о сути этой пробле-
мы. Предположим, что q — сегмент плоской кри-
волинейной оси вращения. Тогда все нормальные 
плоскости сегмента q образуют отсек пучка пло-
скостей, огибающей которых служит отсек цилин-
дрической поверхности с направляющей линией  
в форме сегмента эволюты e линии q. Очевидно, 
допустимые положения точки M для выполнения 
ею вращения относительно сегмента криволиней-
ной оси q находятся в тех частях пространства R3, 
ортогональные проекции которых на плоскости оси 
вращения q отмечены знаком ⊕.

В случае если ось нелинейного вращения q — 
пространственная кривая, то положение точек про-
странства, для которых допустимо нелинейное вра-
щение относительно q, определяется более сложной 
геометрической конфигурацией, разделяющей про-
странство на допустимые и недопустимые области 
положения этих точек. Конфигурация включает 
следующие элементы: пространственную ось вра-
щения q, нелинейный пучок нормальных плоско-
стей оси q и торсовую поверхность, огибающую 
этих нормальных плоскостей.

1.2. Расстояние между точками пространства 
при их вращении относительно криволинейной 
оси. Вектор 
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 точки M имеет следующие про-
екции в локальной системе координат Qτυβ, об-
разованной ортами подвижного трехгранника: 
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. Матрица перехода из не-
подвижной декартовой системы координат Oxyz  
в подвижную локальную систему координат Qτυβ  

Рис. 1. Схема образования траектории 
вращения точки M
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Рис. 2. Проекции 
областей допустимых 

положений точки
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с началом в точке Q и обратная матрица имеют со-
ответственно вид: 

 ,                               .  (2)

Из схемы на рис. 1 следует:

                                                   ,

или в развернутом виде: 
 	

		   (3)

где 
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 — радиус-вектор точки M в системе коорди-
нат Oxyz. Очевидно, 

 
                                                       .

Уравнения траектории 
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 вращения точ-
ки M в локальной системе координат Qτυβ имеют 
следующий вид:

 .            (4)
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 где t
Q
 — значение параметра t, 

полученное из уравнения (1). Уравнения окружно-
сти (4) позволяют получить уравнение трубчатой 
поверхности при r

M
 = const:

 

                                                .

Предложение 1: поворот двух различных то-
чек евклидова пространства относительно гладкой 
кривой оси на равные углы изменяет расстояние 
между точками, если только точки не принадлежат 
одной и той же нормальной плоскости кривой.

Доказательство. Пусть M
1
 и M

2
 — точки в нор-

мальных плоскостях соответственно (ν
1
, β

1
) и (ν

2
, β

2
) 

исходной криволинейной оси вращения q (рис. 3). 
Расстояние между ними ρ(M

1
, M

2
). Повернем обе 

точки на один и тот же угол φ — каждую в сво-
ей нормальной плоскости (ν

1
, β

1
) и (ν

2
, β

2
) соответ-

ственно. Поворот выполним относительно центров  
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 по круговым траек-
ториям. Укажем расстояние ρ(M'

1
, M'

2
), полученное 

в результате равных поворотов точек M
1
 и M

2
. До-

кажем, что ρ(M
1
, M

2
) ≠ ρ(M'

1
, M'

2
). Предположим, что 

ρ(M
1
, M

2
) = ρ(M'

1
, M'

2
). Две четверки точек в про-

странстве, а именно: M
2
,Q

2
,Q

1
,M

1
 и M'

2
,Q'

2
,Q'

1
,M'

1
, 

можно представить как вершины образующихся 
тетраэдров M

2
,Q

2
,Q

1
,M

1
 и M'

2
,Q'

2
,Q'

1
,M'

1
, полученных 

один из другого некоторым движением с сохране-
нием расстояния ρ(M

1
, M

2
) = ρ(M'

1
, M'

2
). В этом дви-

жении общее ребро тетраэдров Q
1
Q

2
 неподвижно,  

а пары точек M
1
 и M'

1
, M

2
 и M'

2
 образованы вра-

щением на один и тот же угол φ относительно цен-
тров Q

1 
и

 
Q

2
, принадлежащих ребру. В соответствии  

с известной в теоретической механике теорией 
движения твердого тела, движение тела определя-

ется движением его трех различных точек, не при-
надлежащих одной прямой.

В рассматриваемом случае две точки Q
1 
и

 
Q

2
, как 

и все точки прямой (Q
1
, Q

2
), закреплены. Поэтому 

движение твердого тела — тетраэдра M
1
,М

2
,Q

2
,Q

1
, 

для всех остальных его точек представляет собой 
вращение вокруг неподвижной оси (Q

1
, Q

2
), в ко-

тором сохраняется расстояние для любой пары его 
различных точек, в том числе ρ(M

1
, M

2
) = ρ(M'

1
, 

M'
2
). Но поскольку (Q

1
, Q

2
) — ось вращения, то пло-

скости круговых траекторий всех точек тетраэдра 
M

1
,М

2
,Q

2
,Q

1
 должны быть перпендикулярны оси  

вращения (Q
1
, Q

2
), т.е. должны образовывать пучок 

параллельных плоскостей, и в этом пучке имеет 
место 
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. Получаем противоречие, по-
скольку нормальные плоскости исходной простран-
ственной кривой q образуют нелинейный пучок,  
в котором плоскости (ν

1
, β

1
) и (ν

2
, β

2
) не параллель-

ны. Таким образом, предположение о том, что ρ(M
1
, 

M
2
)= ρ(M'

1
, M'

2
) неверно. Поэтому ρ(M

1
, M

2
) ≠ ρ(M'

1
, 

M'
2
).
2. Нелинейное вращение линии. Нелинейное 

вращение линии, как однопараметрического мно-
жества точек, представляет собой вращение каж-
дой её точки относительно заданной криволиней-
ной оси. Нелинейное вращение линии формирует 
некоторую циклическую поверхность, которую на-
зовём поверхностью нелинейного вращения (ПНВ). 
Целесообразность введения названия «Поверхность 
нелинейного вращения» обусловлена следующими 
обстоятельствами:

1.  Нормальные плоскости криволинейной оси 
вращения, которым принадлежат круговые траек-
тории точек образующей линии, образуют нелиней-
ный пучок.

2.  Образом прямой линии при её вращении от-
носительно криволинейной оси является кривая ли-
ния (см. ниже рассмотренный пример 1).

Пусть гладкая кривая линия (образующая) q: 
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вращается относительно гладкой криволинейной 
оси q: 
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(рис. 4).
В этом вращении точка 

),,(  ),,( )()()()( λββλνν QMMQMM tttt   

 )()()()(

)(

)(
1

,,0

  ,

  ),()()(),(

MMMM

MMM

M

r

constrrr

tQrtAtG

βντ

λλ





 

 

qQ ),( 111 β  
qQ ),( 222 β  

),(),( 2121 MMMM  ρρ  
),(),( 2121 MMMM  ρρ  

),(||),( 2211 ββ   
),(),( 2121 MMMM  ρρ  

 )(),(),()( lzlylxlG   
R ],[ 0 nlll  

0)( 
dl

Gd
lG  

  0)( ],,[ ,)(),(),()( 0  tQttttztytxtQ n  
)(lGM   

)(tQ  
  0)()()(  tQlGtQ  

0)( 
dt

df
tf

 
  )()()( alGtfGlG   

0)(  lG  
 )(),(),()( lzlylxlG   

R ],[ 0 nlll  
0)(  lG  

( ) 0 f t  
],[ 0 nll      ],[ 0 ntt  

)(tQ      )(lG  
 )())(()()( tQtfGtAtr   

 принадлежит 
нормальной плоскости (ν, β) оси вращения 
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 в её 
точке Q. Выразим это обстоятельство уравнением:

 
.                  (5)

Из уравнения (5) следует функциональная за-
висимость l = f(t), при этом выполняется условие  
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, то из 
полученного противоречия следует справедливость 
утверждения того, что 
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. Таким образом, до-
казано предложение 2: функция f(t) из уравнения 
(5) является гладкой.

Рассмотренное предложение обеспечивает гоме-
оморфное соответствие числовых отрезков 
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, из которого следует такое же соответствие 
точек пространственных кривых линий 
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.
Исходя из принятой схемы формообразования 

ПНВ (рис. 4), получаем

 ,               (6)

где 
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  в локальной системе координат Qτνβ,  
A(t) — матрица (2) перехода от неподвижной систе-
мы координат Oxyz  к локальной системе координат 
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Q
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. Уравнение (8) описыва-
ет ПНВ с образующей линией 
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 и криволиней-
ной осью 
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. Схема алгоритма формообразования 
ПНВ представлена на рис. 5.

Обратимся к уравнению (6). Оно описывает кри-
вую g, принадлежащую нормальной плоскости (ν, β) 
криволинейной оси 
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. Эта кривая представляет 
собой след образующей линии 
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, формируемый 
в процессе последовательного пересечения нор-
мальной плоскости (ν, β) подвижного трехгранника 
с линией 
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. Из уравнения (6) следует:
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.

Рассмотрим оба слагаемых в уравнении (9). Мно-
житель 

)( ),( tBtT      )(tN  

)(

)(
))(tg(

Q

Q
Q tv

t
t

β
φ 

 
)( Qtβ      )( Qtv  

],[ 0 nQ ttt   

),(sin)(),(

 );,(cos)(),(

λψλβ
λψλ

QQQM

QQQM

ttrt

ttrtv




 

]1,0[  ,2)(),(  ,)()(  λλπφλψ QQQQ tttrtr
 

 Mс  
)(),()(),( 1 tQtrtAtW   λλ  

 ),(),,(,0),( λβλτλ ttvtr   
   QfGtAtQtfGAr tft  )()())((  

dt

Qd
Q

dt

df

f

G
fG

dt

dA
A

dt

rd
r tft 




  ,  ,  ,
 

0A  
 )())(( tQtfG   

)(tQQ       )(tfGM   

tf fG   ,      Q       fG       0tf  
 QfG tf   

 )(tfGM       )(tQQ   
  0)())((  tQtfGA  
0r      )(tr  

]1,0[ aλ  
)(),()(),( 1 tQatrtAatW   λλ  

atat  πφλψ 2)(),(  
),( atr λ  

 ),(),,(),( atatvatr  λβλλ  
),(cos)(),( attratv  λψλ  
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 подвижного 
трёхгранника оси 
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. Множитель 
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 —  
это ненулевой вектор на прямой, соединяющей со-
ответственные точки 
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Рис. 4. Схема образования ПНВ
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Рис. 5. Схема алгоритма формообразования ПНВ
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 по предложению 2. Множитель 
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 описывает разность двух каса-
тельных векторов в соответственных точках 
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, которая может быть нуле-
вым вектором, что не влияет, с учетом неравенства 
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. Таким 
образом, доказано предложение 3: след 
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 гладкой 
образующей 
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, формируемый в нормальной пло-
скости (ν, β) гладкой оси вращения 
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, является 
гладкой линией.

Уравнение (8) при фиксированном значении 
параметра 
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 описывает некоторую про-
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 кривой линии 
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 Образую-
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 Требуется по-
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Визуализация результатов  вычислений  приве-
дена на рис. 6. 
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ответствии с алгоритмом, приведенным на рис. 5.  
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симость параметров l = f(t): 
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Визуализация результатов  вычислений  приве-

дена на рис. 7. 
Предложение 4 позволяет сформулировать  

лемму.
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Рис. 6. Формообразование ПНВ 
на основе вращения прямой линии 

 

Рис. 7. Формообразование ПНВ 
на основе вращения кривой линии 
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Лемма: кривая линия 
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, является гладкой кривой. 
Действительно, из уравнения (10), с учетом вы-

шеизложенного, следует

                                                               .

Предложения 3, 4 и лемма позволяют сформули-
ровать и доказать теорему.

Теорема: при вращении гладкой кривой линии 
относительно гладкой криволинейной оси образу-
ется гладкая ПНВ, если эти линии не имеют общих 
точек.

Доказательство. Из уравнения ПНВ (8) следует 
существование на ней координатной сети (t, λ), со-
стоящей из семейства линий (t), представляющего 
собой множество гладких линий 
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,  
и семейства гладких линий (λ), представляющего 
собой множество окружностей 
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.  
Следовательно, в любой точке (t, λ) на ПНВ суще-
ствует вектор нормали 
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  к поверхности, 
отличный от нулевого вектора.

Выводы. Исследование закономерностей и осо-
бенностей формообразования одних из наиболее 
востребованных на практике нормальных цикличе-
ских поверхностей (НЦП) позволило получить сле-
дующие результаты:

1.  Разработаны общая геометрическая схема  
и общий алгоритм формообразования ПНВ, кото-
рые позволяют существенно расширить многообра-
зие известных НЦП [17–22].

2.  Доказанные в работе предложения, лемма  
и теорема определяют требования к исходным дан-
ным в задаче формообразования НЦП как ПНВ.

3.  Рассмотренные вычислительные примеры 
подтверждают работоспособность и вычислитель-
ную эффективность предложенного алгоритма 
формообразования НЦП.

Предложенное математическое описание про-
цесса формообразования НЦП, использующее пара-
метрические уравнения получаемых поверхностей, 
может быть успешно применено в создаваемых 
САПР, в которых предусматривается проектирова-
ние поверхностных форм изделий машиностроения, 
строительства, архитектуры и других практических 
областей, на основе циклических поверхностей.
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THE SURFACE 
OF NON-LINEAR ROTATION
The paper considers a geometric scheme, a mathematical model and an algorithm 
for shaping a non-linear rotation surface. It is known that in Euclidean geometry 
and mechanics the transformation of rotation is linear, while distance and angle are 
its invariants. The authors proposed a geometric scheme of non-linear rotation, in 
which the axis of rotation is a smooth spatial curve and the object of rotation is a 
smooth line. Several propositions, a lemma and a theorem are proved, which allow 
one to form the initial data in the problem of nonlinear rotation, the solution of 
which is the parametric equations of smooth surfaces. The research results make 
it possible to expand the variety of cyclic surfaces in the existing classification of 
analytic surfaces. They can also be useful in the creation of CAD, which provides for 
the design of surface forms of products for mechanical engineering, construction, 
architecture and other practical areas based on cyclic surfaces.

Keywords: smooth curve, movable trihedron, non-linear rotation surface, shaping 
algorithm, cyclic surface.
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