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ФУНКЦИОНАЛЬНО-ВОКСЕЛЬНЫЙ 
АЛГОРИТМ 
ИТЕРАЦИОННОЙ КОМПОЗИЦИИ
СЛОЖНЫХ КОНТУРОВ
Аналитическое представление наиболее точно передает геометрию модели-
руемых объектов, однако его применение сопряжено с рядом сложностей. 
В частности, R-функциональное моделирование предъявляет высокие требо-
вания к квалификации исследователя и может потребовать значительное вре-
мя для построения моделей в силу рекурсивной вложенности вычислений. 
Рассмотрено применение особенностей функционально-воксельных моде-
лей для упрощения R-функционального моделирование сложных контуров. 
В качестве основного инструмента итерационного моделирования сложных 
контуров, в том числе параметрических кривых, предложена Функция Ло-
кального Обнуления. Описан способ определения отрицательной области 
ФЛОБ-конструированных моделей контуров для дальнейшего построения 
сложнопредикатных функций посредством R-функциональных операций.

Ключевые слова: функционально-воксельное моделирование, ФЛОБ, ФЛОБ-
конструирование, функционально-воксельная арифметика, R-функциональное 
моделирование, сложная предикатная функция, моделирование сложных 
контуров, моделирование параметрических функций.

Введение. Аналитические модели являются наи-
более точным способом представления геометриче-
ской информации. В свою очередь, R-функциональ- 
ное моделирование [1], позволяющее применять те-
оретико-множественные операции к областям ана-
литических функций, предоставляет возможности 
для аналитического моделирования геометрических 
объектов сложной формы как в двумерном, так  
и в трехмерном пространстве для решения задач  
с геометрической постановкой [2, 3].

Однако применение R-функциональных опе-
раций сопряжено с рядом трудностей. R-функ- 
циональное описание геометрически сложных 
объектов требует соответствующей математиче-
ской подготовки применяющего его специалиста, 
а особенности применения R-функциональных 
операций требуют значительных временных ре-
сурсов для построения сложно-предикатных функ-
ций. Таким образом, затрудняется применение 
R-функционального моделирования в задачах, тре-
бующих быстрого и высокоточного решения даже  
в случае моделирования плоских контуров.

Метод функционально-воксельного моделиро-
вания [4] является способом представления анали-
тических функций на компьютере, нашедший свое 
применение во многих областях [5–8]. При этом 
аналитическая функция представляется в виде об-
ласти локальных функций, на которой выделены 
внутренняя и внешняя области функции. Аналити-

ческая функция любой сложности сводится к ли-
нейной локальной функции:

 ,                (1)

где n
1
, n

2
, n

3
, n

4
 — локальные геометрические ха-

рактеристики функции, определяемые в процессе 
моделирования и хранимые в памяти компьютера  
в виде графических образов.

Такое представление позволяет применять 
к функционально-воксельным моделям R-функ- 
циональные операции, создавая компьютерное 
представление R-функциональных моделей. Осо-
бенности применения функционально-воксельных 
моделей позволяют решить некоторые проблемы, 
возникающие при R-функциональном моделиро- 
вании.

Необходимость переаппроксимации области 
функции. Одной из проблем R-функционального 
моделирования является необходимость переап-
проксимации области функции после выполнения 
каждой R-функциональной операции, что требует 
переразбиения области моделируемой функции. 
Современные вычислительные мощности таковы, 
что данная проблема практически незаметна при 
моделировании несложных предикатных функций 
на достаточно малой рассматриваемой области. Од-
нако для построения высокоточных геометрических 
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моделей необходимо увеличение графических обра-
зов, что закономерно увеличивает время, требуемое 
для получения решения. Более того, время, необхо-
димое на получение решения, нелинейно возрастает 
с увеличением количества применяемых функций 
и R-функциональных операций вследствие рекур-
сивной вложенности R-функциональных вычисле-
ний, о которой будет сказано ниже. Таким образом, 
даже исключив необходимость переаппроксимации 
на каждом этапе вычислений, возможно сократить 
время работы алгоритма моделирования сложных 
объектов.

Применение функционально-воксельных мо-
делей позволяет реализовать R-функциональные 
процедуры посредством функционально-воксель-
ной арифметики [4, с. 39–52]. При этом операции 
R-функционального пересечения и объединения 
заменяются последовательным применением функ-
ционально-воксельного сложения, вычитания, воз-
ведения в квадрат, выделения корня, умножения  
на число и взятия модуля, требующих для расчета 
локальные геометрические характеристики в каж-
дой точке области функции, доступные в любой мо-
мент времени в функционально-воксельной модели.

Например, в случае вычисления сложной пре-
дикатной функции, включающей в себя примене-
ние двух R-функциональных операций по отноше-
нию к трем аналитическим функциям, потребует 
помимо аппроксимации области каждой из исход-
ных функций также переаппроксимацию области 
каждого из промежуточных результатов. В случае 
R-воксельного подхода аппроксимация области не-
обходима только для исходных функций. С увеличе-
нием количества применяемых R-функциональных 
операций и используемых аналитических функций 
разрыв в количестве проводимых операций аппрок-
симации закономерно растает.

Рекурсивная вложенность R-функциональных 
вычислений. Другой проблемой R-функциональных 
вычислений является их рекурсивная вложенность, 
увеличивающая объем необходимых для нахожде-
ния решения вычислений.

Одной из причин рекурсивности вычислений яв-
ляется невозможность сохранения промежуточных 
результатов, что в случае многократного примене-
ния одной и той же функции требует повторного ее 
моделирования (включающего в себя аппроксима-
цию области). Например, возьмем некоторую слож-
ную предикатную функцию:

w = (w
1
  w

2
)  (w

2
  w

3
)  w

3
.           (2)

Для расчета каждой точки области результиру-
ющей функции w необходимо разбивать эту функ-
цию на ее составляющие. Для расчета функции w 
необходим расчет w

3
, (w

1
  w

2
) и (w

2
  w

3
), для рас-

чета (w
1
  w

2
) необходимо рассчитать w

1
 и w

2
, а для 

расчета (w
2
  w

3
) вычислить w

2
 и w

3
. Вследствие от-

сутствия возможности сохранения результатов уже 
проведенных расчетов функции w

2
 и w

3
 будут рас-

считываться дважды. Помимо этого, на каждом эта-
пе вычислений потребуется перерассчитывать про-
межуточные результаты

С увеличением количества производимых 
R-функциональных операций и участвующих в вы-
числениях функций происходит разрастание де-
рева вычислений сложной предикатной функции, 
пример которого представлен на рис. 1. Возраста-
ет время производимых вычислений, что особенно 
существенно при построении геометрически слож-

ных объектов, например, плоских контуров, вклю-
чающих в себя множество составных элементов. 

Необходимость переаппроксимации области 
моделируемой функции после выполнения каждо-
го шага вычислений в совокупности с повторным 
расчетом моделей, повторяющихся в сложном пре-
дикатном выражении функций, увеличивает объем 
необходимых для нахождения решения вычисле-
ний. Применение функционально-воксельных моде-
лей позволит обойти применение рекурсивных рас-
четов. Каждая аналитическая функция сохраняется 
в функционально-воксельной модели посредством 
графических образов. Также возможно сохране-
ние каждой промежуточной области, образованной 
комбинацией исходных. При этом отпадает необхо-
димость в проведении рекурсивно вложенных вы-
числений, заменяемых итерационной композицией 
искомой функции из исходных, что наглядно пред-
ставлено на рис. 2.

Другой причиной рекурсивности вычислений 
является особенность построения моделей областей 
невыпуклых контуров. R-функциональное построе-
ние такого контура требует его сведения к выпукло-
му контуру и постепенному пошаговому удалению 
лишних областей. Исключать при этом возможно 
только выпуклые области, что также требует раз-
биения удаляемых невыпуклых подконтуров на вы-
пуклые фрагменты. 

Например, R-функциональное описание пред-
ставленного на рис. 3а контура из восьми отрезков 

Рис. 1. Дерево R-функциональных вычислений 
сложной предикатной функции

Рис. 2. Итерационная схема конструирования 
сложной предикатной функции
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осуществляется по представленной на рис. 3б схеме 
и включает в себя девять R-функциональных опера-
ций над десятью функциями:

w = w
12
  ((w

47
  w

78
)  (w

45
  w

56 
 w

67
)) 

 (w
23
  w

34
)  (w

89
  w

91
).              (3)

Из выпуклого контура 1248 удаляют контуры 
234, 198. Чтобы удалить контур 45678, его необходи-
мо разбить на выпуклые, а значит, сначала удалить 
874, а затем 4567.

По мере усложнения моделируемого контура 
дерево рекурсивных вычислений становится раз-
ветвленнее и включает в себя все больше уровней 
вложенности. Выполнение подобных рекурсивных 
вычислений для каждой точки области может за-
нимать продолжительное время. 

Обойти данное ограничение позволяет функ-
ция локального обнуления (ФЛОБ) [9], являюща-
яся многомерным инструментом функционально-
воксельного моделирования. В двумерном случае 
ФЛОБ представляет собой нулевой отрезок на по-
ложительной области, задаваемый аналитической 
функцией:

 		  (4)

где (X; Y) — текущая точка области, (X
1
; Y

1
) и (X

2
; 

Y
2
) — концы моделируемого отрезка.
Это позволяет посредством R-функционального 

пересечения последовательности функционально-
воксельных моделей таких отрезков конструиро-
вать искомый контур на положительной области 
функции. Построение модели ФЛОБа не зависит 
от его ориентации на области и порядка указания 
границ отрезка, в связи с чем нет необходимости 
в каких-либо дополнительных преобразованиях  
и сложных алгоритмах конструирования невыпу-
клых контуров. Время, необходимое на построение 
контура посредством ФЛОБ-конструирования, ли-
нейно зависит от количества отрезков, составляю-
щих контур и напрямую от размеров используемого 
графического образа.

ФЛОБ-конструирование плоских контуров. 
Все вышеприведенные принципы позволяют до-
стичь повышения скорости получения результата 
моделирования. Например, для моделирования уже 
рассмотренного контура, представленного на рис. 
3а, при размерах графического образа 800×800 по-
требуется 17 минут 29 секунд при классическом 
R-функциональном вычислении против 1 минуты  
51 секунды при ФЛОБ-конструировании с примене-
нием предложенных принципов. 

Построение контуров, имеющих более слож-
ную геометрию, также не составит труда. На рис. 
4а представлен пример ФЛОБ-конструированной 

                           а)                                                                    б)

Рис. 3. Изображение и схема конструирования невыпуклого контура: а) пример невыпуклого 
контура; б) схема R-функционального конструирования невыпуклого контура

                           а)                                                       б)

Рис. 4. Примеры ФЛОБ-конструированных моделей сложных контуров: 
a) модель ФЛОБ-конструированного невыпуклого контура; 
б) модель ФЛОБ-конструированного невыпуклого контура 

с внутренними отрицательными областями

3

4

3

2

3

1

n

n
у

n

n
x

n

n
z   

   
   
    ,2

21
2

2

2
2

2
2

2
1

2
12

XXYY

XXYY

XXYYFLOB







 

 



М
А

Ш
И

Н
О

С
ТР

О
ЕН

И
Е 

 
О

М
С

К
И

Й
 Н

А
У

Ч
Н

Ы
Й

 В
ЕС

ТН
И

К
 №

 2
 (

18
6)

 2
02

3

108

модели невыпуклого контура, включающего в себя 
как отрезки прямой, так и дуги окружности. Так-
же на ФЛОБ-конструированных моделях возмож-
но определение отрицательной области, что позво-
лит посредством применения R-функциональных 
операций к моделям уже построенных контуров  
конструировать области более сложной формы. 
Например, контур, представленный на рис. 4б, со-
держащий внутренние отрицательные области.

На данный момент задача автоматизированно-
го определения отрицательной области для ФЛОБ-
конструированных контуров решена в случае, когда 
контуры состоят из множества одинаковых по дли-
не отрезков. Принадлежность каждой точки модели 
отрицательной области определяется нахождением 
данной точки в положительной (внутренней) или 
отрицательной (внешней) области прямой, прохо-

дящей через наиближайший к рассматриваемой 
точке ФЛОБ. На рис. 5 схематично показано, что 
рассматриваемая точка (X; Y) располагается ближе 
к ФЛОБ № 1 (ограниченного точками (X

1
; Y

1
) и (X

2
; 

Y
2
)), чем к ФЛОБ № 2 (ограниченного точками (X

2
; 

Y
2
) и (X

3
; Y

3
)) и находится в отрицательной обла-

сти, проходящей через него прямой z = ax + by+c,  
то есть относится к отрицательной области ре-
зультирующего контура. Близость каждого ФЛОБа  
к рассматриваемой точке определяется значением 
его алгебраической функции FLOB

2
 — чем ближе 

точка находится к ФЛОБу, тем меньше значение 
этой функции. 

Данный принцип успешно применен для 
построения отрицательных областей ФЛОБ-
конструированных параметрических кривых. Па-
раметрические кривые разбиваются на последо-

Рис. 5. Схема определения знака точки области 
ФЛОБ-конструированной параметрической кривой

Рис. 6. Алгоритм итерационного ФЛОБ-конструирования 
параметрической кривой

Рис. 7. Примеры моделей ФЛОБ-конструированных параметрических кривых 
с определенными отрицательными областями

Рис. 8. Пример модели сложной предикатной функции, состоящей 
из ФЛОБ-конструированных моделей парамерических кривых
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вательность отрезков за счет шага дискретизации 
параметра t. Применение выше предложенных 
принципов позволяет итерационно конструировать 
параметрические кривые с достаточно малым для 
построения гладкой поверхности значением пара-
метра по алгоритму, представленному на рис. 6. 
Благодаря этому появляется возможность приме-
нять функционально-воксельный метод в областях, 
требующих применения параметрических функций 
[10–13] и расширяются его возможности в постро-
ении сложных контуров для решения задач с гео-
метрической постановкой [14, 15].

Примеры ФЛОБ-конструированных параме-
трических кривых с определенной отрицательной 
областью представлены на рис. 7. На рис. 8 при-
веден пример построения контура, задаваемого 
сложной предикатной функцией над областями 
ФЛОБ-конструированных параметрических кривых 
с определенной отрицательной областью.

Заключение. Приведенные выше принципы по-
зволяют ускорить построение геометрических моде-
лей сложных предикатных функций, что открывает 
возможности для применения R-функционального 
моделирования в задачах, требующих быстрого 
расчета точных геометрических моделей. Решает-
ся проблема рекурсивной вложенности алгоритма 
конструирования сложных контуров посредством 
R-функциональных операций, что позволяет соз-
давать точные функционально-воксельные модели 
параметрических кривых. Определение отрица-
тельной области ФЛОБ-конструированных функ-
ций расширяет возможности создания функцио-
нально-воксельных моделей сложных контуров для 
дальнейшего применения в сложно-предикатных 
функциях.
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THE FUNCTIONAL VOXEL ALGORITHM
FOR ITERATIVE COMPOSITION 
OF COMPLEX CONTOURS
The analytical representation most accurately describes the geometry of the 
simulated objects. However, its application is associated with a number of difficulties. 
In particular, R-functional modeling imposes high requirements to the qualification 
of the researcher and may require considerable time for modeling due to recursive 
nesting of calculations. The application of features of functional-voxel models to 
simplify R-functional modeling of complex contours is considered. The Function 
of Local Zeroing is proposed as the main tool for iterative modeling of complex 
contours, including parametric curves. The method of determining the negative area 
of FLOZ-constructed contour models for further construction of predicate complex 
functions by means of R-functional operations is described.

Keywords: functional-voxel modeling, FLOZ, FLOZ-construction, functional-voxel 
arithmetic, R-functional modeling, complex predicate function, complex contour 
modeling, parametric functions modelling.
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