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СИНТЕЗ АДАПТИВНОЙ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ПЕРЕДАЧИ 
С АРОЧНЫМИ ЗУБЬЯМИ 
С ДВУМЯ ЗОНАМИ КОНТАКТА
Цилиндрические передачи с арочными зубьями обладают требуемой работо-
способностью в условиях как нежестких корпусов машин, так и неизбежных 
погрешностей изготовления и сборки. Компенсация погрешностей осущест-
вляется путем самоустановки колес, возможности которой в передачах с од-
ной линией зацепления ограничены. В статье исследуется адаптивная передача 
с арочными зубьями с двумя зонами контакта, обеспечивающая самоуста-
новку колес независимо от величины угла перекоса зубьев в зацеплении. Рас-
смотрен наиболее перспективный, в плане реализации в промышленности, 
способ нарезания арочных зубьев круговой резцовой головкой методом об-
ката с единичным делением на станках ЧПУ. Решены и проиллюстрированы на 
примерах задачи расчета параметров процесса формообразования поверх-
ностей арочных зубьев, обеспечивающих в зацеплении зубьев прохождение 
двух активных действующих линий через заданные центры пятен контакта и 
требуемый для реализации приближенного характера зацепления закон из-
менения передаточной функции. 

Ключевые слова: цилиндрическая передача, арочные зубья, две зоны контак-
та, синтез геометрии, адаптивная передача, передаточная функция.

Введение. Вследствие линейного характера каса-
ния прямых, косых и шевронных зубьев цилиндри-
ческих эвольвентных зубчатых передач они очень 
чувствительны к углу перекоса осей шестерни  
и колеса [1–3]. При наличии этого угла функция 
положения в передаче приобретает пилообразную 
форму [1, 4], вход зубьев в зацепление происходит  
с ударом, вследствие чего возникают вибрации  
и шум передач. Более того, перекос поверхно-
стей зубьев приводит к выходу площадок контакта  
на край зуба, концентрации контактных напряже-
ний и преждевременному выходу передач из строя 
[1–3]. Обеспечить требуемую работоспособность  
в этих условиях эксплуатации позволяют передачи 
с арочной (криволинейной, круговой) формой зу-
бьев (рис. 1), исследование которых начато в СССР 
и за рубежом во второй половине прошлого столе-
тия [2, 3, 5] и продолжается в настоящее время как 
в России [2, 3, 6–11], так и за рубежом [1, 5, 12], 
особенно активно — в Китайской Народной Респу-
блике [13–24]. 

Основным преимуществом колес с арочны-
ми зубьями является то, что локализация контак-
та зацепления их активных поверхностей, как  
в продольном, так и профильном направлениях до-
стигается в процессе изготовления одного из ко-
лес. Кроме того, повышенная изгибная прочность 
арочных зубьев, отсутствие осевых сил в передаче, 
улучшенные условия смазки и способность к само-
установке колес определяют эффективность приме-
нения цилиндрических передач с арочными зубья-

ми в высоконагруженных приводах современных  
машин. 

Известен опыт использования этих передач  
в приводах цементного оборудования и прокат-
ных станов [1], редукторах ветряных мельниц [5], 
шестеренчатых насосах и редукторах станков-ка-
чалок [10], конечных передач локомотивов и трак-
торов [2, 3]. К настоящему времени предложено 
полтора десятка способов изготовления арочных 
зубьев, отличающихся формообразующими дви-
жениями и инструментами [2, 5] и, как следствие, 
геометрическими параметрами активных поверх-
ностей арочных зубьев. Характеристика способов 
предложенных в основном зарубежными учеными, 
представлена в работе [5], а разработанных в СССР  
и РФ — в работах [2, 3]. 

Главное назначение арочных зубьев — компен-
сировать угол перекоса путем осевого перемеще-
ния (самоустановки) одного из колес. В шевронных 
передачах этот процесс, вследствие значительного 
угла наклона зубьев, легко реализуется, а в пере-
дачах с арочными зубьями, как показано в работах 
[2, 3], из-за смещения рабочей линии по поверхно-
сти арочного зуба в зону с малым углом его накло-
на, самоустановка колеса существенно ограничена. 
Для решения этой проблемы предложена адаптив-
ная передача [8] с арочными зубьями, в которой,  
по аналогии с шевронной передачей, реализуются 
две зоны контакта. Настоящая статья посвящена 
определению параметров процесса формообразова-
ния арочных зубьев такой передачи, исследованию 
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и получению требуемых геометрических и кинема-
тических ее характеристик.

Определение геометрических параметров ци-
линдрических передач с арочными зубьями, обе-
спечивающих в их зацеплении две зоны контакта. 
Следуя способу [8, 11] образования в зацеплении 
арочных зубьев двух, разнесенных по их длине, зон 
контакта, колесо передачи выполняется сборным, 
состоящим из двух полуколес. Нарезание арочных 
зубьев выполняется при жестком закреплении по-
луколес друг относительно друга (рис. 2а), а при 
установке полуколес на валу между ними уста-
навливается прокладка, обеспечивающая смеще-
ние контактной линии из среднего сечения ароч-
ного зуба в середину зуба каждого из полуколес  
(рис. 2б). 

В результате получается передача, подобная 
шевронной, но с точечным начальным контактом 
зубьев в зацеплении. В шевронной передаче за счет 
уравновешивания направленных друг против дру-
га осевых сил в зацеплениях полушевронов проис-
ходит самоустановка колес. Рассмотренный способ 
позволяет получить аналогичный эффект в зацепле-
нии арочных зубьев цилиндрических передач для 
любого процесса их формообразования. 

Среди предложенных и исследованных к насто-
ящему времени многочисленных способов изготов-
ления арочных зубьев цилиндрических колес [2, 3, 
5], учитывая возможности современных станков  
с программным управлением, наиболее перспектив-
ным, с позиций использования в практике, является 
формообразование арочных зубьев круговой рез-
цовой головкой методом обката с единичным деле-
нием [2, 3, 5, 6, 10], в процессе которого резцовая 
головка согласованно с поворотом заготовки вокруг 
своей оси вращения совершает поступательное пе-
ремещение в направлении, перпендикулярном этой 

оси. Поверхность арочного зуба является однопа-
раметрической огибающей семейства производя-
щей поверхности круговой резцовой головки, ее 
математические модели построены в работе [7]. Для 
этого способа рассмотрим определение геометриче-
ских параметров передачи с двумя зонами контакта 
в зацеплении арочных зубьев. 
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, описаны формулами [7]:
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где u
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— линейный и угловой параметры теку-

щей точки M
1
 (рис. 3) прямого кругового конуса 

при обработке вогнутой поверхности арочного зуба 
шестерни; 

0
 — угол профиля исходного произво-

дящего контура; r
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 – расчетный радиус резцовой 

головки.
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координат S
p
(x

p
, y

p
, z

p
) относительно системы коор-

динат S
1
(x

1
, y

1
, z

1
), жестко связанной с шестерней, 

совершает в зависимости от угла поворота 
1
 (пара-
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образовании арочного зуба, движения, описы-
ваемые (рис. 3) матрицей перехода 
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верхность арочного зуба в этом случае является 
однопараметрической огибающей семейства произ-
водящих поверхностей [7]: 
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, орта нормали 
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 поверхности арочного 
зуба шестерни; 
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 — уравнение связи 
параметров (уравнение станочного зацепления при 
формообразовании арочного зуба шестерни).

Рис. 1. Цилиндрические передачи с арочными зубьями 
и схема нарезания зубьев резцовой головкой

                     а)                                         б)

Рис. 2. Схема образования передачи 
с разнесенными зонами контакта
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Рис. 3. Системы координат для 
определения элементов матрицы 
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 вогнутой поверхности арочного зуба 
шестерни:

 		  (3)

Здесь введены обозначения: 
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 — радиус начальной 

окружности шестерни.
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 поверх-
ности (2) в системе S
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1
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 выпуклой 
поверхности арочного зуба колеса в системе коор-
динат S
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аналогии с (2), описываются зависимостями [7]:
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2
 — линейный и угловой параметры производящей 

поверхности при обработке поверхности зуба ко-
леса; 

2
 — угол поворота колеса в станочном заце-

плении; r
g2
 — расчетный радиус резцовой головки 

при нарезании выпуклой стороны арочных зубьев 
колеса; R

w2
 — радиус начальной окружности колеса;  
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, 
элементы которой имеют вид:

 		  (7)

Расчет проекций координат точки касания во-
гнутой поверхности арочного зуба шестерни и вы-
пуклой поверхности арочного зуба колеса при задан-
ных a

wp
, Δ

s
  и γ выполняется путем решения обратной 

задачи теории пространственных зацеплений [7, 9, 
25–27], представляющей собой в единой системе ко-
ординат равенство проекций векторов 
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 (5) проекций ортов нормалей 
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 (5). Выбирая 
в качестве единой системы координат S

1
(x

1
, y

1
, z

1
), 

математическую модель обратной задачи запишем  
в виде:
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 обозначены матрицы столбцы, составлен-
ные из проекций векторов 
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; верхний индекс в обозначении 
матриц отражает систему координат, в которой за-
писан вектор; 

.sincos

;sincoscoscossin

;sinsincoscoscos

202

02202

02202

2

2







z

y

x

m

m

m

 

  4,1,,,~
,212,1  jidD ji  

 

 

.1;0;cos

;cos;cossin;sinsin

;sincos;sincos

;coscoscossinsin

;sincoscoscossin

;sinsin;sinsin

;coscossinsincos

;sincossincoscos

4443424134

33232231

124123

212122

212121

114113

212112

212111












ddddd

ddd

add

d

d

add

d

d

s

swp

swp

 

 1111 ,, ur  (3),  2222 ,, ur   

 111 ,m  (4),  222 ,m  

  0,, 1111 uf  (3) и   0,, 2222 uf  

     
     

    .0,,;0,,

;,~,,,,~,~

;,,~,,,,~,,~

22221111

22
2
2212,111

1
1

222
2
2212,1111

1
1







ufuf

maDm

uraDur

swp

swp

 

 111
1
1 ,,~ ur ,  222

2
2 ,,~ ur ,  11

1
1 ,~ m ,  22

2
2 ,~ m  

 1111 ,, ur ,  2222 ,, ur ,  111 ,m  и  222 ,m  

  0,, 1111 uf  и   0,, 2222 uf  

 const 1
*
1  

*
2

*
2

*
2

*
2

*
1

*
1

*
1 ,,,,,,  uu  

 
      1

2
1111

2
1111

111

,,,,;2

,,

ww Ruyuxb

uz




 

 
      1

2
1111

2
1111

111

,,,,;2

,,

ww Ruyuxb

uz




 

**
2

*
1

*
2

*
2

*
2

*
1

*
1

*
1 ,,,,,,,, suu   

 

 и 

.sincos

;sincoscoscossin

;sinsincoscoscos

202

02202

02202

2

2







z

y

x

m

m

m

 

  4,1,,,~
,212,1  jidD ji  

 

 

.1;0;cos

;cos;cossin;sinsin

;sincos;sincos

;coscoscossinsin

;sincoscoscossin

;sinsin;sinsin

;coscossinsincos

;sincossincoscos

4443424134

33232231

124123

212122

212121

114113

212112

212111












ddddd

ddd

add

d

d

add

d

d

s

swp

swp

 

 1111 ,, ur  (3),  2222 ,, ur   

 111 ,m  (4),  222 ,m  

  0,, 1111 uf  (3) и   0,, 2222 uf  

     
     

    .0,,;0,,

;,~,,,,~,~

;,,~,,,,~,,~

22221111

22
2
2212,111

1
1

222
2
2212,1111

1
1







ufuf

maDm

uraDur

swp

swp

 

 111
1
1 ,,~ ur ,  222

2
2 ,,~ ur ,  11

1
1 ,~ m ,  22

2
2 ,~ m  

 1111 ,, ur ,  2222 ,, ur ,  111 ,m  и  222 ,m  

  0,, 1111 uf  и   0,, 2222 uf  

 const 1
*
1  

*
2

*
2

*
2

*
2

*
1

*
1

*
1 ,,,,,,  uu  

 
      1

2
1111

2
1111

111

,,,,;2

,,

ww Ruyuxb

uz




 

 
      1

2
1111

2
1111

111

,,,,;2

,,

ww Ruyuxb

uz




 

**
2

*
1

*
2

*
2

*
2

*
1

*
1

*
1 ,,,,,,,, suu   

 

 урав-
нения станочного зацепления (3) и (5) при формо- 
образовании арочных зубьев шестерни и колеса.

Поскольку равенство ортов нормалей дает толь-
ко два независимых уравнения, выражения (8) 
представляют собой систему семи трансцендентных 
уравнений при восьми неизвестных: u

1
, ϑ

1
, φ

1
, u

2
, ϑ

2
, 

φ
2
, ψ

1
, ψ

2
. Решая при фиксированном угле поворо-

та шестерни (ψ
1
*=ψ

1
=const) в рабочем зацеплении 

систему (8) численным методом, определяем значе-
ния параметров u

1
*, ϑ

1
*, φ

1
*, u

2
*, ϑ

2
*, φ

2
*, ψ

2
*, которые 

позволяют по зависимостям (3) и (5) установить 
искомые проекции точки касания поверхностей 
арочных зубьев. Варьируя величину ψ

1
 в пределах 

углового шага шестерни, описанная процедура по-
зволяет рассчитать все точки активной действую-
щей линии в зацеплении арочных зубьев. При γ =  
=Δ

s
=0 эта линия располагается в среднем сечении 

арочного зуба, где угол его наклона β = 0, профиль 
является эвольвентным [7], а передача как в случае 
линейного, так и точечного касания является сопря-
женной. Принципиальная особенность предложен-
ной в работе [8] адаптивной передачи заключает-
ся в необходимости расположения двух активных 
действующих линий в зацеплении арочных зубьев 
в совершенно других участках их поверхности, со-
ответствующих середине как левого, так и правого 
полуколес, в которых угол наклона зуба β обеспе-
чит величину осевых сил, достаточных для пере-
мещения полуколес в процессе их самоустановки. 
Профиль сечений этих участков эвольвентным  
не является.

Известно [4, 25, 27], что наиболее важным требо-
ванием к передачам является сохранение их рабо-
тоспособности при наличии погрешностей изготов-
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ления и взаимного положения звеньев, в результате 
которых передача становится несопряженной. Для 
снижения чувствительности передач к погрешно-
стям в общем случае необходима локализация кон-
такта в обоих направлениях — как по длине, так  
и по высоте зуба. Впервые решение данной задачи 
потребовалось для получения заданных геометро-
кинематических характеристик зацепления в кони-
ческих и гипоидных передачах с криволинейными 
зубьями [25]. В настоящее время данная задача яв-
ляется основой современных методов синтеза раз-
личных передач с пространственным зацеплением 
зубьев [4, 25, 27]. Следуя этим методам, определим 
центр пятна контакта (ЦПК) на поверхности ароч-
ного зуба, относительно которого рассчитываются 
границы инерционной зоны касания, необходимой 
для контроля передачи. В ЦПК мгновенное пере-
даточное отношение передачи равно отношению 
чисел зубьев колеса и шестерни. В качестве ЦПК  
на поверхности арочного зуба шестерни зададим 
для левого полуколеса точку M

1
 с координатами:

 ,  (9)

а для правого полуколеса — точку M
2
, имеющую 

координаты

 . (10)

В формулах (9) и (10) через b
w
 обозначена ши-

рина зуба.
Дополняя систему (8) уравнениями (9) и решая 

полученную систему девяти трансцендентных урав-
нений при γ = 0, определим неизвестные: u

1
*, ϑ

1
*, 

φ
1
*, u

2
*, ϑ

2
*, φ

2
*, ψ

1
*, ψ

2
*, Δ

s
*, при которых активная 

действующая линия для левого полуколеса про-
ходит через ЦПК в точке M

1
. Аналогичным обра-

зом устанавливаются параметры ЦПК для точки 
M

2
 при дополнении системы (8) уравнениями (10).  

В результате реализации рассмотренного алгоритма 
определяется для каждого из полуколес величина 
смещения Δ

s
*, обеспечивающая расположение ак-

тивной действующей линии вне среднего сечения 
арочного зуба.

В качестве иллюстрации (рис. 4) показаны две 
активные действующие линии для цилиндриче-
ской передачи с арочными зубьями, имеющей па-
раметры: числа зубьев шестерни и колеса z

1
*=23   

и z
2
*=73; нормальный модуль m

n
 = 10 мм; коэффи-

циенты смещения при нарезании арочных зубьев 
шестерни и колеса χ

1
 = 0,44 и χ

2
 = 0,042; b

w
 =  

=120,0 мм, α
0
 = 20 º, R

w1
 = 116,115 мм и R

w2
 = 

=368,540 мм; a
wp

 = 484,655 мм; r
g1
 = 220,0 мм, r

g2
 = 

=215 мм, то есть в продольном направлении ароч-
ного зуба контакт локализован. Величина Δ

s
 для ле-

вого полуколеса Δ
s
 = 0,682 мм, для правого полу-

колеса Δ
s 
= – 0,682 мм.

Далее показаны результаты подобных расчетов 
при наличии угла перекоса γ = 0,0030 (рис. 5). 

В этом случае, для того чтобы ЦПК располага-
лись в тех же точках М

1
 и М

2
, требуется самоуста-

новка полуколес — смещение их вдоль оси враще-
ния, соответственно, на величину Δ

s
 = 1,321 мм  

и Δ
s
 = –1,321 мм. 
Сравнивая рис. 4 и рис. 5, нетрудно видеть, 

что геометрические параметры контакта в пере-

даче при наличии перекоса арочных зубьев изме- 
няются.

Синтез геометро-кинематических характери-
стик зацепления арочных зубьев колес цилиндри-
ческих передач. В работе [4] показано, что геоме-
трическая сопряженность активных поверхностей 
зубьев для реальных передач является не достоин-
ством, а недостатком. Вследствие погрешностей из-
готовления и сборки элементов реальной передачи, 
неизбежных деформаций зубьев и их поверхностей 
при работе передачи под нагрузкой, зацепление 
зубьев следует проектировать как приближенное, 
вводя преднамеренную функцию Δψ

2
(ψ

1
*) ошибок 

угла поворота ведомого звена (ψ
2
*) в период одно-

парного зацепления зубьев [4]. Следуя теории ре-
альных передач зацепления [4, 25, 27], функция 
ошибок (кривая Бакстера) должна представлять со-
бой параболу, экстремум (максимум) которой соот-
ветствует касанию поверхностей зубьев шестерни 
и колеса в ЦПК:

 ,          (11)

где 
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 — углы поворота соответствен-
но шестерни и колеса в рабочем зацеплении;  
i
12  

— мгновенное передаточное отношение в пере-
даче; aψ — коэффициент, зависящий от величины 
погрешностей, которые необходимо компенсиро-
вать.

Совокупность установленных в результате ре-
шения обратной задачи зацепления (8) значений 
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 для точек активной действующей линии, 
по выражению (11), позволяет определить функцию 
ошибок 
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 и оценить ее с позиций как предот-
вращения кромочных ударов при пересопряжении 
зубьев, так и возможности реализации в передаче 
приближенного зацепления зубьев. Расчет функции 
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 для передачи с арочными зубьями, рабочие 
линии которой показаны на рис. 4, свидетельствует, 
что ошибка в передаточной функции отсутствует, 
то есть передача является сопряженной. Ситуация 
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Рис. 4. Активные действующие линии в зацеплении арочных 
зубьев цилиндрической передачи с разнесенными зонами 

контакта (γ=0)

Рис. 5. Активные действующие линии в зацеплении арочных 
зубьев цилиндрической передачи с разнесенными зонами 

контакта при γ = 0,0030 

*
s  

23*
1 z      73*

2 z  

 *12        *2  

 

 212
*
2

*
2

*
1

*
212

*
2

*
2

*
1

*
1*

2
*
12

iazzi

z

z










 

12
*
2

*
1 i      *

2  
*
1      *

2       *12   
*
2      *

1
*
1 z  

*
2  

 2*
1

*
2  za  

*
2z  

136591,0
*
1

*
1 




z
 

4*
2 101   

 



М
А

Ш
И

Н
О

С
ТР

О
ЕН

И
Е 

 
О

М
С

К
И

Й
 Н

А
У

Ч
Н

Ы
Й

 В
ЕС

ТН
И

К
 №

 4
  (

18
8)

 2
02

3

42

меняется принципиально, когда передача работает  
в условиях перекоса зубьев (рис. 5). Функция  
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 приобретает пилообразную форму (рис. 
6), при этом для геометрически правильного входа 
зубьев в зацепление необходима деформация их по-
верхностей. 

Для исключения ударов при входе зубьев в за-
цепление при формообразовании криволинейных 
зубьев конических и гипоидных колес их профиль 
корректируют путем модификации движения обка-
та в зуборезных станках с помощью специального 
механизма [25]. 

При нарезании арочных зубьев цилиндрическо-
го колеса методом обката с единичным делением 
на станках ЧПУ модификация профиля возможна 
на уровне задания связи перемещения (P

2
) резцо-

вой головки и угла поворота колеса 
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. Для опре-
деления этой связи воспользуемся уравнением (11). 
В точке геометрического пересопряжения зубьев 
угол поворота 
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, при этом, исходя из кине-
матической точности передачи, известна допусти-
мая величина ее кинематической погрешности 
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.  
В этом случае из уравнения (11) найдем:

 .                   (12)

При любом другом угле 
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 уравнение (11) по-
зволяет через корректировку 
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 осуществить мо- 
дификацию перемещения P

2
 и в итоге коррекцию 

профиля зуба колеса при его нарезании. Для пе-

редачи рис. 5 получим 
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 и, задав-

шись 
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, по формуле (12) определим aψ 
= 5,359891 ∙ 10–3. Для двух пар зубьев представлены 
результаты расчета точек функции  
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 ошиб-
ки поворота колеса с модифицированным профи-
лем зуба в период зацепления с зубом шестерни 
(рис. 7). 

Поскольку функция 
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 имеет вид парабо-
лы, то зацепление зубьев в передаче является при-
ближенным, удары при входе зубьев в зацепление 
отсутствуют. 

Выводы
1.  Предложена и реализована в программном 

продукте математическая модель синтеза параме-
тров цилиндрической передачи с арочными зубья-
ми, обеспечивающая в любой фазе их зацепления 
контакт в двух точках, разнесенных по длине зу-
бьев. 

2.  Разработана процедура расчета коррекции 
поступательного движения резцовой головки при 
формообразовании арочного зуба на станке ЧПУ, 
позволяющая получить приближенный характер за-
цепления арочных зубьев в условиях работы пере-
дачи при наличии угла перекоса зубьев. 
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 в зацеплении арочных зубьев 
цилиндрической передачи с разнесенными зонами контакта 

при γ = 0,0030 
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Рис. 7. Функция 
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 в зацеплении арочных зубьев 
цилиндрической передачи при γ = 0,0030, профиль зуба 

колеса модифицирован
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SYNTHESIS OF AN ADAPTIVE 
CYLINDRICAL GEAR WITH ARCHED 
TEETH WITH TWO CONTACT 
ZONES SPACED ALONG 
THE LENGTH OF THE TOOTH
Cylindrical gears with arched teeth have the required performance in conditions of 
both non-rigid machine bodies and inevitable manufacturing and assembly errors. 
Error compensation is carried out by self-alignment of the wheels, the possibilities 
of which are limited in gears with one line of engagement. The article investigates 
an adaptive gear with arched teeth with two contact zones, which provides self-
alignment of the wheels, regardless of the angle of misalignment of the teeth in 
engagement. The most promising in terms of implementation in the industry method 
of cutting arched teeth with a circular cutter head by the rolling method with a 
single division on CNC machines. Solved and illustrated by examples of the problem 
of calculating the parameters of the process of shaping the surfaces of arched teeth, 
which ensure the passage of two active lines in the meshing of the teeth through the 
given centers of the contact patches and the law of change of the transfer function 
required for the implementation of the approximate nature of the meshing.

Keywords: cylindrical gear, arched teeth, two contact zones, geometry synthesis 
adaptive gear, transfer function.
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