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В статье предложен интерфейс (многополюсный фильтр), обеспечивающий устойчивость процесса 

полунатурного моделирования исходной системы в случае, когда фрагменты системы представлены 
N-полюсниками, связанными друг с другом сильной обратной связью (HIL).

Так, в частности, в статье в качестве исходной системы рассматривается обобщенная радио-
техническая система, фрагменты которой являются N-полюсниками, которые обмениваются друг  
с другом на каждом шаге моделирования токами и напряжениями через предложенный интерфейс 
(2хN-полюсник/фильтр). Анализ устойчивости процесса HIL-моделирования ведется методами теории 
цепей и численными методами решения систем линейных алгебраических уравнений. Показан спо-
соб определения стабилизирующих параметров фильтра. Указано, что при этих параметрах фильтр 
является идеальной линией задержки, т.е. амплитудно-частотная характеристика фильтра не зависит 
от частоты, а фазо-частотная характеристика изменяется прямо пропорционально частоте, причем 
коэффициент пропорциональности — время задержки.

Адекватность полученных теоретических результатов иллюстрируется с помощью численного мо-
делирования по частям трехфазного инвертора.

Более того, в статье сделано предложение, поскольку фильтр при правильном выборе параметров 
имеет уникальные характеристики — является не только идеальной линией задержки, но и фильтром 
чистой задержки (его амплитудно-частотная характеристика постоянна и равна единице), то его мож-
но было бы назвать multipole pure delay фильтр (mppd-фильтр).

Ключевые слова: моделирование в реальном времени, полунатурное HIL-моделирование, устой-
чивость HIL-моделирования, дополнение Шура, метод решения систем линейных алгебраических урав-
нений, многополюсный фильтр чистой задержки (mppd-фильтр).
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The article proposes an interface (multipole filter) that provides stability of the semi-natural modelling of 
the initial systems when the fragments of the system are represented by N-poles connected with each other 
by high intensity loopback (HIL).

Thus, the article considers a generalized radio-technical system as an initial system, which fragments are 
N-poles that exchange currents and voltages with each other at every simulation through the proposed 
interface (2xN-pole/filter). The stability analysis of the HIL modeling process is carried out by circuit theory 
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Введение
В статье предложен интерфейс, обеспечива-

ющий устойчивость процесса полунатурного мо-
делирования исходной системы в случае, когда 
фрагменты системы представлены N-полюсниками, 
связанными друг с другом сильной обратной  
связью. 

Полунатурное моделирование — это когда ис-
ходная система разбивается на две (или более) ча-
сти. При этом одна часть системы моделируется 
численно на компьютере, а другая часть — это ре-
альный физический объект. Части системы обме-
ниваются друг с другом данными в реальном мас-
штабе времени. Обмен данными происходит через 
программно-аппаратный интерфейс, обеспечива-
ющий цифро-аналоговый преобразователь (ЦАП), 
аналого-цифровой преобразователь (АЦП) сигналов 
и при необходимости их усиление. Из-за появления 
в системе программно-аппаратного интерфейса ре-
акция одной части системы на изменения в другой 
будет происходить с некоторой задержкой τ. 

Если при полунатурном моделировании между 
частями системы имеется сильная обратная связь, 
то такой вид полунатурного моделирования в зару-
бежной литературе получил название hardware-in-
the-loop simulation (моделирование с оборудовани-
ем в цепи обратной связи), или HIL-моделирование. 
Это обусловлено тем, что наличие задержки τ при 
обмене данными между сильно связанными частя-
ми системы приводит к возникновению неустой-
чивости процесса HIL-моделирования, что, в свою 
очередь, требует принятия дополнительных мер при 
реализации программно-аппаратного интерфейса.

История развития цифровых симуляторов ре-
ального времени (real time digital simulator — RTDS) 
приведена в диссертационной работе [1]. В ней 
также проведён детальный анализ различных ин-
терфейсных алгоритмов (interface algorithms — IA), 
которые обеспечивают устойчивость процесса HIL-
моделирования. Из российских публикаций в обла-
сти устойчивости HIL-моделирования или смежных 
тем стоит выделить работы [2–5].

HIL-моделирование широко используется в про-
мышленности, например, для проектирования, те-
стирования и верификации силовой электроники, 
микросетей, электромобилей, а также их систем 
управления и защиты. Поэтому решение задач, на-
правленных на расширение области применения 
HIL, является актуальным.

1.  Постановка задачи
Пусть исходная система делится на два фраг-

мента Sa и Sb (рис. 1). Поведение этих фрагмен-
тов описывается с помощью систем обыкновенных 
дифференциально-алгебраических уравнений. Со-
ответственно, на схеме Y

a
 и Y

b
 это выходная и вход-

ная проводимость частей Sa и Sb, а J
1
(t) и J

2
(t) обо-

значают независимые источники тока.
Гальваническая связь между фрагментами си-

стемы, представленная на рис. 2а, может быть за-
менена эквивалентными ей двумя управляющими 
связями, изображёнными на рис. 2б.

Поскольку напряжение источника e
2
 выбираем 

равным u
1
, а значение тока источника j

1
 выбираем 

равным i
2
, то уравнения электрического равнове-

сия систем, изображённых на рис. 2а и 2б, будут 
эквивалентными. Эквивалентность цепей будет со-
храняться, если источники напряжения и тока явля-
ются безынерционными. 

Если же взаимодействие осуществляется с за-
держкой на величину τ, то на устойчивость систе-
мы начинает влиять способ разбиения её на части 
и способ обмена данными между частями систе- 
мы [4]. 

methods and numerical methods of systems of linear algebraic equations solution. The method of the stabilizing 
filter parameters determination is demonstrated. At these parameters the filter is an ideal delay line, i.e. the 
amplitude-frequency response of the filter does not depend on frequency, and the phase-frequency response 
changes directly proportional to frequency with the proportionality coefficient as the delay time.

The adequacy of the obtained theoretical results is illustrated by means of numerical modeling on three-
phase inverter parts.

Moreover, the article assumes that since the filter, with the correct choice of parameters has unique 
characteristics, it is not only an ideal delay line, but also a pure delay filter, as its amplitude-frequency response 
is constant and equal to one, it would be called a multipole pure delay filter (mppd-filter).

Keywords: real time digital modeling, HIL modeling, stability of the HIL modeling, Schur complement, 
method of SLAE solution, multipole pure delay filter (mppd-filter).
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Рис. 1. Исходная система [4]
Fig. 1. Initial system [4]

                  а)                                        б)
Рис. 2. Замена гальванической связи (а) 

двумя управляемыми источниками (б) [4]
Fig. 2. Substitution of galvanic coupling (a) 

by two controlled sources (б) [4]
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На рис. 3 показаны четырёхполюсники с двумя 
существенно разными способами обмена данными 
между частями системы. В частности, на рис. 3а 
части системы функционируют параллельно друг 
другу и в идеале одномоментно обмениваются дан-
ными на каждом k-м шаге моделирования (индек-
сом k обозначен k-й момент времени) с частотой  
f = 1/T, где Т = τ = τ

1
 + τ

2
; τ

1
, τ

2
 — интерва-

лы времени, которое требуется для расчёта первой 
части системы на компьютере и передачи данных 
между частями системы через программно-аппа-
ратный интерфейс соответственно. Таким образом,  
в реальной системе при необходимости увеличить 
Т интервал τ нужно искусственно увеличивать так, 
чтобы именно в текущий момент времени k+1, 
были измерены значения на входе второй части для 
передачи их в первую часть и в этот же момент 
заданы новые значения управляемых источников. 
После этого части продолжают параллельно функ-
ционировать до следующего обмена данными. 

На рис. 3б показан последовательный способ об-
мена данными, т.е. предполагается, что вторая часть 
ждёт отклика первой части на своё воздействие  
в течение τ = τ

1
 + τ

2
. Поскольку вторая часть — 

это реальный физический объект, в котором нель-
зя приостановить протекание физических процес-
сов на величину τ, то в реальных системах, чтобы 
приблизиться к идеалу, обычно стремятся сделать 
τ как можно меньше и выбрать T>>τ.  Задержка 
τ существенно влияет на устойчивость процесса 
HIL-моделирования и затрудняет поиск значений 
стабилизирующих параметров в интерфейсных ал-
горитмах, основанных на последовательном обмене 
данными. 

Например, если в программно-аппаратном ин-
терфейсе используются усилители, то величина 
τ
2
>>τ

1
 становится значимой, следовательно, и про-

блем с устойчивостью и сходимостью процесса мо-
делирования тоже становится больше [6–10]. Для 
акцентирования внимания на этом процессе в ли-
тературе для такого вида полунатурного моделиро-
вания введён термин PHIL (power hard ware in the 
loop).

Если разбиение системы произошло так, что 
между частями системы нет сильной обратной свя-
зи, например при Y

a
>>Y

b
, то данных четырёхполюс-

ников (рис. 3) достаточно, чтобы обеспечить устой-
чивость и сходимость результатов полунатурного 
моделирования, но если Y

a
 ≈ Y

b
, то — нет. К сожа-

лению, большинство задач в области полунатурно-
го моделирования, связанных с тестированием, от-
работкой алгоритмов управления, моделированием 
работы реальных устройств, подразумевает наличие 
сильной обратной связи между частями системы.

Кроме того, исходная система может быть 
разбита на части так, что её фрагменты могут 
быть N-полюсниками. В этом случае при HIL-
моделировании обмен данными между ними дол-
жен обеспечивать 2хN-полюсник, который учиты-
вает, что между фрагментами системы может быть 
глубокая обратная связь. В литературных источни-
ках, посвящённых HIL-моделированию, в качестве 
интерфейса между фрагментами системы обычно 
рассматривается либо четырёхполюсник, либо 2хN-
полюсник [1, 10], представленный набором отдель-
но взятых четырёхполюсников, которые не учиты-
вают в полной мере наличие глубокой обратной 
связи между N-полюсными фрагментами системы.

Таким образом, основная цель данной работы 
заключается в нахождении такого многополюсника 
(2хN-полюсника), который обеспечивал бы безус-
ловную устойчивость и сходимость процесса HIL-
моделирования разбитой на части системы в общем 
случае, т.е. даже при наличии сильной обратной 
связи между фрагментами системы.

В данной работе под обменом данными пони-
мается итерация значениями токов и напряжений 
между фрагментами системы, выполняемая на каж-
дом временном шаге с частотой f = 1/τ, причём об-
мен данными будет происходить параллельно, как 
показано на рис. 3а.

Кроме того, зададим h = τ, где h — шаг инте-
грирования, используемый при численном решении 
системы обыкновенных дифференциально-алгебра-
ических уравнений, описывающих часть Sa; Sa —  
часть системы, которая численно моделируется  
на компьютере; τ — интервал времени, в тече-
ние которого часть Sa рассчитала новые значения  
и подготовила программно-аппаратный интерфейс 
к тому, чтобы по окончанию интервала выдать но-
вые значения в часть Sb; Sb — часть системы, пред-
ставленная реальным физическим объектом.

Сравнивая рассматриваемый многополюс-
ник с интерфейсными алгоритмами (четырёхпо-
люсниками) ITM (ideal transformer model), TLM 
(transmission line model), TFA (time-variant first-
order approximation), PCD (partial circuit duplication)  
и DIM (damping impedance method), описанными  
в [1], из всех IA только TLM алгоритм, как и много-
полюсник, обеспечивает параллельный обмен дан-
ными, но в TLM алгоритме предполагается, что 
части системы связаны между собой через реактив-
ный элемент, что сразу сужает область его приме-
нения [4]. 

2.  Решение поставленной задачи
Для связности изложения материала приведём 

наиболее значимые результаты, изложенные ранее 
в [12]. 

Прежде чем рассматривать многополюсник, 
рассмотрим его более упрощённый вариант — 
четырёхполюсник. На рис. 4 и 5 изображён четы-
рёхполюсник в его Z и Y-форме. Свойства четырёх-
полюсника/фильтра подробно описаны в [4, 5, 11, 
12].

Z и Y-параметры четырёхполюсника в опера-
торной форме для соответствующих представлений 
приведены ниже:

                                                     ,

                  а)                                         б)
Рис. 3. Два варианта построения элементарных 

интерфейсных алгоритмов: 
а) параллельный обмен данными; 

б) последовательный обмен данными [4]
Fig. 3. Two variants of the elementary interface 

algorithms construction: 
a) parallel data exchange;

 б) serial data exchange [4]
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.     (1)

Как видно из рис. 4 и 5, фильтр D состоит  
из управляемых источников напряжения и тока, 
значения которых равны значениям соответствую-
щих напряжений и токов на входах четырёхполюс-
ника, задержанных на величину τ. Сопротивления/
проводимости z

1
/y

1
 и z

2
/y

2
 называются стабилизи-

рующими элементами (параметрами). Значения 
стабилизирующих параметров существенно влияют  
на устойчивость и сходимость результатов полуна-
турного моделирования.

Разобьём исходную систему на части, исполь-
зуя четырёхполюсник D. Воспользуемся Y-формой 
четырёхполюсника поскольку на рис. 1 параметры 
исходной системы представлены в виде проводимо-
стей.

Если в схеме, изображённой на рис. 6, задать 
значение y

1 
= Y

b
, то входные коэффициенты пере-

дачи четырёхполюсника по напряжению и току 
становятся равными U

2
/U

1
 = e–ρτ и I

2
/I

1
 = –e–ρτ 

соответственно, а входная проводимость равна  
I
1
/U

1
 = Y

b
. 

Если задать значение y
2
 = Y

a
, то выходные ко-

эффициенты передачи четырёхполюсника, изо-
бражённого на рис. 6, по напряжению и току 
становятся равными U

1
/U

2
 = e–ρτ и I

1
/I

2
 = –e–ρτ 

соответственно, а выходная проводимость равна  
I
2
/U

2
 = Y

a
. Другими словами, четырёхполюсник ста-

новится идеальной линией задержки. Это, в свою 
очередь, значит, что амплитудно-частотная харак-
теристика (АЧХ) не зависит от частоты, а фазо-ча-
стотная характеристика (ФЧХ) изменяется прямо 
пропорционально частоте, причём коэффициент 
пропорциональности — время задержки.

Исследуя полюсы передаточных функций цепи, 
изображённой на рис. 6, можно получить выраже-
ние вида:

                                                  .

Как известно, система устойчива, если полюс p 
передаточной функции лежит в левой полуплоско-
сти [13], а это будет выполнено, если будет выпол-
няться условие:

                                     
.                (2)

Если сравнить полученное выражение (2) с вы-
ражениями и результатами, полученными в [11],  
то увидим, что они не противоречат друг другу. Поэ-
тому требование о том, что фильтр D должен играть 
роль идеальной линии задержки, эквивалентно тре-
бованию обращения в ноль всех собственных чисел 
матрицы перехода W [11] и требованию, чтобы все 
полюсы передаточной функции были расположены 
в левой полуплоскости на –∞.

Необходимо отметить, что, поскольку разбитая 
на части система отличается от исходной появлени-
ем в ней идеальной линии задержки, то процессы  
в этих системах будут отличаться друг от друга. 
Причём основное отличие будет заключаться в за-
держке сигнала на величину τ. Гипотетически мож-
но представить, что в исходной системе появился 
ещё один реактивный элемент, что делает предло-
женный подход похожим на TLM интерфейс.

До сих пор разбитая на части система рассма-
тривалась в операторной области. При её моделиро-
вании на компьютере с помощью численных мето-
дов интегрирования дифференциальных уравнений 
задаётся шаг моделирования h; реактивные элемен-
ты системы заменяются их моделями, состоящими 
из активных элементов и управляемых источников 
тока или напряжения. 

Таким образом, Y
a
 и Y

b
 становятся действитель-

ными числами, следовательно, стабилизирующие 
параметры y

1
 и y

2
 тоже должны быть действитель-

ными числами, и это, с точки зрения реализации 
их в аппаратной части интерфейса, положительный 
момент. Отрицательный момент заключается в том, 
что область устойчивости выбранного численного 
метода интегрирования дифференциальных урав-
нений начинает влиять на устойчивость разбитой 
на части системы. Необходимо также отметить, что 
когда четырёхполюсник функционирует в режиме 
идеальной линии задержки, то токи, протекающие 
через y

1
 и y

2
, минимальны и прямо пропорциональ-

ны скорости изменения независимых источников, 
т.е. потери энергии в линии задержки минимальны.

Предположим, что для исходной системы с по-
мощью метода узловых потенциалов была состав-
лена система уравнений вида (G+pC)U = J. По-
сле перехода во временную область и применения 
обратной формулы Эйлера получим систему ли-
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Рис. 4. Z-форма четырёхполюсника [12]
Fig. 4. Z-shape of the quadripolar [12]

Рис. 5. Y-форма четырёхполюсника [12]
Fig. 5. Y-shape of the quadripolar [12]

Рис. 6. Операторная форма разбитой на части системы [12]
Fig. 6. Statement form of a partitioned system [12]
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20

25
нейных алгебраических уравнений (СЛАУ) вида  
(С/h+G)u

n+1
 = (C/h)u

n
 + j

n+1
, где h — выбранный 

шаг моделирования [14]. 
Пусть поведение фрагментов Sa и Sb описыва-

ется, например, матрицами 2-го порядка (порядок 
матриц на самом деле не важен и может быть вы-
бран любым). Поскольку между частями системы 
имеется однопортовое соединение, то переставляя 
строки и столбцы матрицы, описывающей поведе-
ние исходной (не разбитой на части) системы, её 
можно привести к виду: 

                (3)

или, если в явном виде выразить ток i
1
, протекаю-

щий между частями системы Sa и Sb, в виде:

,                                                                 ,

где k — k-й момент времени; u
nn

k+1 — узловые по-
тенциалы; j

nn
k = (C/h)u

n
, j

n
k+1 — зависимые и неза-

висимые источники тока, подключённые к соответ-
ствующим узлам цепи; a

nn
 и b

nn
 — действительные 

коэффициенты матрицы (С/h + G), полученной  
в результате замены активных и реактивных эле-
ментов системы их моделями.

Тогда система, разбитая с помощью четырёхпо-
люсника D на части, будет описываться системой 
уравнений, приведенной ниже:

 

В системе в явном виде выражены значения 
токов i

1
k+1, i

2
k+1 и напряжений u

1
k+1, u

2
k+1 на входе  

и выходе четырёхполюсника D. 

Преобразуя полученную систему, приведём её  
к виду:

 

.         (4)

Как видно из выражения, система распалась  
на два фрагмента, которые решаются независимо 
друг от друга и на каждом временном шаге обмени-
ваются данными друг с другом через управляемые 
источники тока, зависящие от токов и напряжений 
на входе четырёхполюсника в предыдущие момен-
ты времени. Данное преобразование можно считать 
переходом от операторного представления идеаль-
ной линии задержки к её модели.

Фактически (4) можно рассматривать как способ 
решения исходного СЛАУ (3) с помощью итераци-
онного метода, причём когда четырёхполюсник D 
функционирует в режиме идеальной линии задерж-
ки, то при одной итерации на каждом временном 
шаге (имитация HIL) полученное решение с учётом 
задержки на величину τ совпадает с решением ис-
ходной системы. Если бы была возможность вы-
полнить вторую итерацию, то решения совпали бы 
полностью. Таким образом, итерационный метод 
трансформируется в прямой метод решения СЛАУ, 
так как решение находится всегда за две итерации. 
Если выполняется хотя бы одно из условий y

1
 = Y

b 

или y
2
 = Y

а
, то решение всегда находится за две 

или три итерации в зависимости от того, в каком 
фрагменте системы находится независимый источ-
ник и какое из двух условий выполнено. Если не 
выполняется ни одно из условий y

1
 = Y

b
, y

2
 = Y

а
, 

но выполняется условие (2), то итерационный про-
цесс устойчив и сходится к решению за несколько 
(больше трёх) итераций [12, 16]. Следовательно, при 
выполнении этих условий процесс моделирования 
HIL системы также будет устойчив и будет сходить-
ся к результатам моделирования исходной системы, 
причём скорость сходимости будет тем выше, чем 
строже выполняется неравенство (2).

Вычислить значения Y
а
 и Y

b
 системы как отно-

шение входного тока к напряжению можно с по-
мощью выражений (в литературе по численным 
методам решения СЛАУ их называют дополнением 
Шура [15]), приведённых ниже:

Y
а
 =A/a

11
 = (a

11
a

22
 – a

12
a

21
)/a

11
 = det(a)/a

11
 =

= a
22
 – a

12
a

11
–1 a

21
,

Y
b
 =B/b

22
 =(b

11
b

22
 – b

12
b

21
)/b

22
 = det(b)/b

22
 = 

=b
11
 – b

12
b

22
–1 b

21
.                    (5)
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Далее, устанавливая значения y
1
 = Y

b
, y

2
 = Y

а
, 

можно обеспечить работу четырёхполюсника в ре-
жиме идеальной линии задержки. Таким образом, 
вычисляя значения стабилизирующих параметров  
до начала моделирования с помощью (5), можно до-
биться того, что четырёхполюсник D, изображённый 
на рис. 7, будет функционировать в режиме идеаль-
ной линии задержки, где y

1
 = Y

b
, j

a
 = i

1
k–1–y

2
u

1
k–1+ 

+(y
2
+y

1
)u

2
k могут быть численно учтены в модели 

Sa (j
a
 вычисляется на основе вычисленных значений 

i
1
k–1, u

1
k–1 и измеренного значения u

2
k); y

2
 = Y

а
, j

b
 = 

=i
2
k–1– y

1
u

2
k–1+(y

1
+y

2
)u

1
k — это физические объек-

ты аппаратной части (y
2 
— проводимость, j

b
 — управ-

ляемый источник тока, значение которого зависит  
от измеренных ранее значений i

2
k–1, u

2
k–1 и вычис-

ленного значения u
1
k).

Кроме того, y
2
 можно рассматривать как сумму 

y
j
+Δy, где y

j
 — внутренняя проводимость реально-

го источника тока, который моделируется с помо-
щью идеального источника j

b
, а Δy — дополнитель-

ная/внешняя проводимость. Отсюда следует, что y
j 

должно быть меньше y
2
 иначе выбранный реальный 

источник тока не может быть использован в про-
граммно-аппаратном интерфейсе, так как его мощ-
ности недостаточно.

Поскольку предполагается, что фрагмент систе-
мы Sa моделируется на компьютере, то найти значе-
ние Y

a
 с помощью (5) не представляет труда. Найти 

значение Y
b
 труднее, так как Sb — это реальный 

физический объект, т.е., чтобы найти Y
b
, нужно по-

строить его математическую модель. 
Тем не менее даже если задать значения ста-

билизирующих параметров следующим образом: 
y

1
=y

2
 и их значение лежит в диапазоне [Y

a
, Y

b
], то 

разбитая на части система всё равно будет продол-
жать оставаться устойчивой, а результаты модели-
рования будут эквивалентны результатам модели-
рования исходной системы [12, 16]. 

3. Многополюсное представление фильтра
Рассмотрим более общий случай, когда фраг-

менты исходной системы представляют собой 
N-полюсники. В этом случае фильтр тоже должен 
быть 2хN-полюсником. Матрица проводимости та-
кого фильтра формируется из (N-1)2 матриц следу-
ющим образом: 

         

  ,        (6)

если фрагменты системы являются N = 2-, 3-  
и 4-полюсниками соответственно, где Y

l
 — двухмер-

ные матрицы вида (1); l = 1, .. ,9. Рассуждая ана-
логичным образом, можно сформировать матрицу 
параметров 2хN-полюсника при любом N.

Так, в частности, если фрагменты системы бу-
дут трёхполюсниками, то матрица проводимости 
фильтра будет выглядеть следующим образом:

Рис. 7. Эквивалентная схема разбитой на части системы
Fig. 7. Equivalent scheme of a partitioned system
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где y

1
, y

2
, … , y

8
  — стабилизирующие параметры. 

Если поведение трёхполюсников (частей исход-
ной системы) описывается, например, матрицами 
3-го порядка (порядок матриц значения не имеет) 

и между ними имеется двухпортовое соединение, 
то, переставляя соответствующим образом строки  
и столбцы матрицы, представляющей поведение ис-
ходной системы, её можно привести к виду:
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или, если в явном виде выразить токи i
1
, i

2
, протекающие между частями системы, то
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Если, как показано ниже, вычислить, исполь-
зуя дополнения Шура, матрицы Y

a
, Y

b
 фрагментов 

системы и задать значения параметров y
2
, y

4
, y

6
, y

8
  

и y
1
, y

3
, y

5
, y

7
, равными соответствующим коэффи-

циентам этих матриц, следующим образом:

                                                        ,

                                                        ,

то фильтр D будет играть роль идеальной линии 
задержки. В этом можно убедится, если по анало-
гии с четырёхполюсным вариантом фильтра най-
ти коэффициенты передачи по напряжению, току  
и входные, выходные проводимости нагруженного 

где k — k-й момент времени; u
nn

k+1 — узловые по-
тенциалы; j

nn
k = (C/h)u

n
, j

n
k+1 — зависимые и неза-

висимые источники тока, подключённые к соответ-
ствующим узлам цепи; a

nn
 и b

nn
 — действительные 

коэффициенты матрицы (С/h + G), полученной  

в результате замены активных и реактивных эле-
ментов системы их моделями.

Тогда система, разбитая с помощью шестипо-
люсника D на части, будет описываться системой 
уравнений, приведенной ниже:
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Преобразуем полученную систему, т.е. перей- 
дём от операторного представления идеальной ли-

нии задержки к её модели, получим выражение  
вида:
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шестиполюсника D, а также полюсы одной из пере-
даточных функций фильтра.

Поскольку предполагается, что часть (Y
a
) филь-

тра D будет реализована в интерфейсе в виде ре-
альных физических устройств (проводимостей  
и управляемых источников тока), то необходимо 
убедиться, что полученные коэффициенты матрицы 
Y

a
 позволят это сделать, т.е. Y

a
 физически реализуе-

ма и описывает поведение линейной цепи, уравне-
ния которой в данном случае были сформированы 
методом узловых напряжений. 

Часть (Y
a
) будет физически реализуема, если 

матрица Y
a
 симметрична относительно главной 

диагонали. На главной диагонали матрицы долж-
ны стоять положительные элементы, равные сумме 
проводимостей всех ветвей, подключённых к i-му 
узлу цепи, а остальные элементы матрицы — это 
взаимные проводимости между i-м и j-м узлами 
цепи, равные сумме проводимостей всех ветвей, 
включенных непосредственно между этими узлами, 
взятые с противоположным знаком [13]. 

Если матрицы Y
a
, Y

b
 удовлетворяют описанным 

выше требованиям, то эквивалентная схема разби-
той на части системы будет выглядеть, как показано 
на рис. 8, где y

35
 = –y

3
; y

46
 = –y

3
; y

11
 = y

1
–y

35
; y

77
=  

=y
7
–y

35
; y

22
 = y

2
–y

46
; y

88
 = y

8
–y

46
, а источники 

тока j
1
, j

2
, j

3
, j

4
 соответственно равны:

                                                                ,

                                                                 ,

                                                                 ,

                                                                 .

Причём фрагмент эквивалентной схемы, присо-
единённый к части Sa, может быть численно учтен 
в её модели, а фрагмент, присоединённый к Sb, дол-
жен быть реализован в виде аппаратной части.

Таким образом, руководствуясь изложенным 
выше принципом (6), можно сформировать ма-

трицу параметров 2xN-полюсного фильтра в Y или 
Z-форме. На основании полученной матрицы соста-
вить эквивалентную схему фильтра и с её помощью 
провести HIL-моделирование исходной системы, 
разбитой на два N-полюсника. При этом процесс 
полунатурного моделирования будет устойчив и эк-
вивалентен процессу моделирования исходной си-
стемы.

	
4. Имитация полунатурного моделирования

 нелинейной системы
Используем фильтр D и промоделируем по ча-

стям в среде MATLAB трёхфазный инвертор, изо-
бражённый на рис. 9. При моделировании по частям 
фрагменты системы будут обмениваться данными 
на каждом временном шаге только один раз, что 
соответствует процессам, протекающим в системе 
при её полунатурном моделировании. 

Значение параметров следующее: Y
da
 = Y

db
 = 

=Y
dc
 = 1e+3 См; L

da
 = L

db
 = L

dc
 = 316e–6 Гн;  

Y
ga
 = Y

gb
 = Y

gc
 = 100 См; L

ga
 = L

gb
 = L

gc
 = 0,5e–3 Гн;  
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Рис. 8. Эквивалентная схема фильтра D 
при объединении трёхполюсников

Fig. 8. Equivalent scheme of the D filter 
at the three-pole coupling

Рис. 9. Схема инвертора, разбитая на две части с помощью фильтра (D)
Fig. 9. Inverter scheme divided into two parts by filter (D)
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Y
f1 
= Y

f2
 = Y

f3
 = 200 См; C

f1
 = C

f2
 = C

f3
 = 15e–6 F; 

C
d0
 = 470e–6 F; Y

d0
 = 1e+4 См; V

d0
 = 10 В.

Ключи Y
s
, Y

s1
–Y

s6
 моделируются с помощью про-

водимостей, которые могут принимать значения 
close = 1e+9 См или open = 1e–9 См. Ключи 
Y

s1
–Y

s6
 открываются и закрываются в соответствии 

с управляющими сигналами, которые позволяют  
реализовать широтно-импульсную модуляцию.

Для того чтобы обеспечить устойчивость разби-
той на части системы, необходимо определить зна-
чение стабилизирующих параметров фильтра D, т.е. 
коэффициенты матриц Y

a
 и Y

b
 для системы, изобра-

жённой на рис. 9. Как известно, эти коэффициенты 
можно вычислить, используя дополнение Шура. 

Поскольку трёхфазный инвертор — это нели-
нейная система, то она будет иметь шесть вариан-
тов матрицы Y

а
 (существует шесть вариантов от-

крытых/закрытых ключей Y
s1
–Y

s6
) и два варианта 

матрицы Y
b
 (при Y

s
 = open, Y

s
 = close). 

При данном варианте разбиения системы на 
части матрицы Y

a
 будут отличаться друг от друга  

в пятом знаке после запятой, поэтому приведём 
значение только одной из них:

                                                     .

Матрица Y
b
 в зависимости от положения ключа 

Y
s
 (Y

s
 = close, Y

s
 = open) будет равна:

 
                                                               ,

                                                             
                                                             .

Как видно из значений коэффициентов матриц 
Y

a1
 (также Y

b_close
, Y

b_open
), она позволяет реализовать 
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                                        а)                                                                                         б) 
Рис. 10. Зависимости токов (а) и напряжений (б) от номера шага интегрирования

 при Ys = close: 1 — ia; 2 — ib; 3 — ic; 4 — uga; 5 — ugb; 6 — ugc
Fig. 10. Dependences of currents (a) and voltages (б) on the integration step number 

at Ys = close: 1 — ia; 2 — ib; 3 — ic; 4 — uga; 5 — ugb; 6 — ugc

                                         a)                                                                                         б) 
Рис. 11. Зависимости токов (а) и напряжений (б) от номера шага интегрирования 

при Ys = close (номер шага интегрирования от 1 до 2000), при Ys = open (номер шага интегрирования от 2001 до 4000): 
1 — ia; 2 — ib; 3 — ic; 4 — uga; 5 — ugb; 6 — ugc

Fig. 11. Dependences of currents (a) and voltages (б) on the integration step number at Ys = open
 (integration step number from 1 to 2000), at Ys = open (integration step number from 2001 to 4000): 

1 — ia; 2 — ib; 3 — ic; 4 — uga; 5 — ugb; 6 — ugc
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её в виде линейной цепи в аппаратном интерфейсе 
HIL-системы. В данном случае с учётом округления 
проводимости эквивалентной схемы, соединён-
ные с i-м узлом и «землёй», будут равны 0,001 См,  
а значения проводимостей, включённых между i-м 
и j-м узлами, будут равны 8,69565 См. 

На рис. 10 и рис. 11 приведены результаты мо-
делирования системы (фрагменты переходных про-
цессов при включении инвертора и коммутации его 
ключа Y

s
) [17], изображённой на рис. 9 по частям.  

В качестве стабилизирующих параметров были взя-
ты матрицы Y

a
= Y

а1
 и Y

b
 = Y

b_close
. Как показали чис-

ленные эксперименты, система устойчива, а резуль-
таты совпадают с результатами исходной системы  
с учётом задержки на величину τ.

Кроме приведённого выше варианта разбие-
ния инвертора на части, проводились численные 
эксперименты, при которых фильтр D вставлялся 
в исходную систему сразу перед проводимостями 
Y

da
, Y

db
, Y

dc
 или сразу после индуктивностей L

da
, L

db
, 

L
dc
. В любом из этих вариантов разбиения системы  

на части результаты моделирования были устойчи-
выми и совпадали друг с другом.

Заключение
В статье предложен принцип формирования 

2хN-полюсного фильтра, который может обеспе-
чить устойчивость, а также сходимость результатов 
HIL-моделирования. Показан способ определения 
его стабилизирующих параметров. Указано, что при 
этих параметрах фильтр является идеальной лини-
ей задержки, т.е. АЧХ фильтра не зависит от ча-
стоты, а ФЧХ изменяется прямо пропорционально 
частоте, причём коэффициент пропорционально- 
сти — время задержки.

Результаты, полученные в статье, согласуются 
с общеизвестными результатами в области теории 
цепей и численных методов решения СЛАУ. 

С помощью численного примера показана адек-
ватность, полученных в статье теоретических резуль-
татов, а также продемонстрирована возможность 
использования фильтра при HIL-моделировании 
нелинейных систем. Применение полученных ре-
зультатов на практике может расширить область 
применения HIL-моделирования при тестировании 
оборудования, отработки алгоритмов управления, 
моделировании работы реальных устройств.

В заключение хотелось бы отметить, что рассма-
триваемый 2хN-полюсный фильтр при правильно 
выбранных параметрах обладает некоторыми пре-
дельными характеристиками. В данном случае яв-
ляется идеальной линией задержки или даже филь-
тром чистой задержки, так как его АЧХ постоянна 
и равна единице. Следовательно, рассматриваемый 
2хN-полюсный фильтр можно назвать multipole 
pure delay фильтр (mppd-фильтр).
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