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В инженерной геометрии актуальной задачей является создание гибких кривых, инцидентных задан-
ным точкам. В работе описан метод моделирования интерполяционных кривых в точечном исчислении 
на основе кривых Безье. 

Основой модификации кривых Безье является замена симплекса контрольных точек в уравнении 
кривой на узлы интерполяции, при которой используется равномерное распределение значений па-
раметра, обеспечивающее выполнение условия инцидентности заданным точкам. Однако применение 
кривых Безье не всегда позволяет эффективно моделировать объекты и процессы с экспоненциальным 
характером изменения. В исследовании предложено использовать этот же метод для определения 
интерполяционных кривых, полученных на основе экспоненциальных функций в точечном исчислении.

В результате был получен новый класс экспоненциальных интерполяционных кривых, форма кото-
рых определяется с помощью коэффициентов ki. Преимуществом такого подхода является гибкость 
в управлении формы и возможность создания кривых, обладающих наперёд заданными геометриче-
скими свойствами путём решения минимаксных задач коэффициентов ki.

Предложенный метод расширяет инструментарий геометрического моделирования в САПР, а так-
же может быть использован для моделирования и цифровой поддержки жизненного цикла изделий 
сложной формы и прогнозирования процессов с экспоненциальным ростом.

Ключевые слова: интерполяционная кривая, экспоненциальная функция, геометрическое модели-
рование, точечное исчисление, параметризация, системы автоматизированного проектирования, ин-
формационное моделирование
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In engineering geometry the problem of creating flexible curves incident to given points is relevant.  
The article describes a method for modeling interpolation curves in point calculus based on Bezier curves. 

The basis for modifying Bezier curves is replacing the simplex of control points in the curve equation 
with interpolation nodes. This method utilizes a uniform distribution of parameter values, ensuring that  
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Введение
В современных системах автоматизированного 

проектирования (САПР) и информационного моде-
лирования (ТИМ) кривые линии играют фундамен-
тальную роль. Они используются для построения 
формообразующих элементов поверхностей, вос-
становления объектов по облакам точек, а также 
для визуализации результатов инженерных расче-
тов. С развитием компьютерной графики и методов 
цифровой поддержки жизненного цикла изделий 
требования к гибкости и точности геометрических 
моделей постоянно возрастают.

Наиболее распространенным инструментом 
моделирования кривых в современном программ-
ном обеспечении являются кривые Безье [1–3]  
и их обобщения (B-сплайны [4, 5], NURBS [6])1. Дан-
ные кривые обладают рядом достоинств: они инту-
итивно понятны благодаря управляющим точкам  
и обеспечивают высокую гладкость. Однако класси-
ческие кривые Безье относятся к категории аппрок-
симирующих кривых — они проходят только через 
первую и последнюю точки характеристической ло-
маной, что усложняет задачу точного прохождения 
через заданный массив опорных точек. Для реше-
ния этой задачи разработаны методы построения 
интерполяционных кривых на основе полиномиаль-
ных и сплайновых функций [2, 3, 7, 8].

Работы [9–11] посвящены повышению точности 
интерполяции и снижению осцилляций2. В частно-
сти, в исследовании [10] анализируются приведен-
ные погрешности интерполяции неаналитических 
кривых, что подчеркивает сложность получения 
адекватных геометрических форм для объектов  
с нерегулярной геометрией. Однако в перечислен-
ных работах, как правило, используется полино-
миальный базис. Вместе с тем многие физические, 
биологические и технические процессы (теплопере-
дача, рост трещин, динамика популяций, ползучесть 
материалов) носят ярко выраженный экспоненци-

альный характер. Геометрическое моделирование 
таких процессов требует соответствующего ма-
тематического аппарата, позволяющего создавать 
кривые, форма которых адекватно отражает экс-
поненциальную природу явления. В работе [12] ис-
следуется интерполяционные последовательности 
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 и проблема неполноты системы 
экспонент 
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 по равномерной норме на семей-
стве произвольных спрямляемых кривых. Однако 
эти исследования носят фундаментальный характер  
и сложно применимы для решения конструктивных 
задач геометрического моделирования кривых ли-
ний и поверхностей на их основе.

Математический аппарат точечного исчисления 
[13, 14] предоставляет широкие возможности для 
конструирования кривых с различными свойствами 
за счет варьирования базисных функций. В работе 
[15] был предложен метод определения точечных 
уравнений кривых, проходящих через наперёд за-
данные точки, на основе кривых Безье. Этот метод 
может быть реализован не только для полиномиаль-
ных, но и для других функций, но на сегодняшний 
день отсутствуют векторно-параметрические урав-
нения экспоненциальных интерполяционных кри-
вых, построенных в рамках точечного исчисления  
и гарантирующих прохождение через заданные 
узлы интерполяции.

Целью исследования является использование 
предложенного ранее метода построения интерпо-
ляционных кривых на основе кривых Безье [15] для 
определения в точечном исчислении кривых на ос-
нове экспоненциальных функций, обеспечивающих 
инцидентность узлам интерполяции.

Моделирование интерполяционных кривых 
на основе кривых Безье

Пусть задан симплекс n + 1 пространства с по-
мощью независимых точек A

1
, A

2
, …, A

n+1
. Будем ис-

пользовать эти же точки в качестве вершин харак-

the incidence condition for the given points is satisfied. However, the use of Bezier curves does not always 
allow for the effective modeling of objects and processes with exponential change. Therefore, it is proposed 
to use the same method to define interpolation curves obtained from exponential functions in point calculus. 

The result is a new class of exponential interpolation curves which shape is determined using coefficients 
ki. The advantage of this approach is flexibility in shape control and the ability to create curves with 
predetermined geometric properties by solving minimax problems for the coefficients ki. 

The proposed method expands the geometric modeling toolkit in CAD systems and also it can be used 
for modeling and digitally supporting the lifecycle of complex products and forecasting processes with 
exponential growth.

Keywords: interpolation curve, exponential function, geometric modeling, point calculus, parameterization, 
computer‑aided design systems, information modeling
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теристической ломаной кривой Безье n-го порядка 
[15], что описывается следующим точечным уравне-
нием в форме Бернштейна:

	  	 (1)

где M — текущая точка кривой Безье; 
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 —  

биномиальные коэффициенты (коэффициенты 
Бернштейна); 
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 — текущий параметр.
Важным свойством этого представления яв-

ляется то, что сумма всех весовых функций 
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, что гарантирует принадлеж-

ность кривой Безье аффинному пространству той 
размерности, в котором заданы точки А

i
.

Точки А
i
 в уравнении (1) являются вершинами 

характеристической ломаной Безье, и кривая в об-
щем случае через них не проходит (за исключением 
начальной точки A

1
 и конечной точки A

n+1
). Чтобы 

получить интерполяционную кривую, проходящую 
через заданные точки M

1
, M

2
, …, M

n+1
, необходимо 

выполнить замену симплекса n + 1 пространства 
и переопределить вершины ломаной А

i
 через узлы 

интерполяции M
j
.

Для этого используем равномерное распределе-
ние параметра t в соответствии с номерами узлов. 
Поставим условие, чтобы при значениях параметра  
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 (где j = 1 ... n+1) кривая проходила через 

точку M
j
:

	  	 (2)

Для j = 1 (t = 0) получаем M
1
 = A

1
. Для j = 

= n + 1 (t = 0) получаем M
n+1

 = A
n+1

. Остальные 
n – 1 уравнений образуют систему линейных алге-
браических уравнений относительно неизвестных 
точек A

2
, …, A

n
.

Умножив обе части уравнения (2) на nn, получим 
систему в более удобном для решения виде:

	  	 (3)

Решая эту систему методом Крамера в символь-
ной форме, выражаем контрольные точки кривой 
Безье А

i
 через узлы интерполяции M

j
. 

Подстановка полученных выражений в исход-
ное уравнение кривой Безье (1) дает искомое то-
чечное уравнение интерполяционной кривой, про-
ходящей через наперед заданные точки M

1
, M

2
, …,  

M
n+1

.
Предложенный метод обладает рядом важных 

свойств:
1.  Универсальность. Полученное точечное урав-

нение инвариантно к размерности пространства. 
Оно может быть использовано для моделирования 
как плоских кривых, так и кривых в пространстве 
любой размерности путем перехода к системе пара-
метрических уравнений посредством покоординат-
ного расчета.

2.  Равномерность параметризации. Заложен-
ная в основу метода равномерная параметризация  

(
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) в ряде случаев (при равномерном распре-

делении узлов интерполяции) позволяет установить 
линейную зависимость между натуральными зна-

чениями координат и параметром t, что упрощает 
анализ и сокращает объем вычислений.

3.  Обобщение. Полученные интерполяционные 
кривые являются частным случаем парабол n-го по-
рядка и наследуют их геометрические свойства.

Рассмотрим применение метода для построения 
интерполяционной кривой 2-го порядка, проходя-
щей через три наперед заданные точки M

1
, M

2
, M

3
.

Точечное уравнение кривой Безье 2-го порядка 
имеет следующий вид:

	  	 (4)

Согласно описанному методу, примем равномер-
ное распределение параметра t:

—  при t = 0 кривая проходит через точку M
1
, 

следовательно, A
1
 = M

1
;

—  при t = 1 кривая проходит через точку M
3
, 

следовательно, A
3
 = M

3
;

—  при 
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 кривая должна проходить через 

точку M
2
.

Подставим 
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 в уравнение (4), учитывая, что 

(1–t) 

   
 

 

 
 

 

 
   

   

1
0

0

1
0

1

2
2 3

2

0

2
1

1 ,

!
! !

0,1

1 1

1 1
1 .

!
1 1 .

! !

1 2 1 .

1
2

 0

e

1

1

1

n

n
n ii i

i n
i

i
n

n
n ii i

n
i

n i in
i

j i n
i

n
n i i n

i j

n n

z

j

j

i

M A C t t

n
C

i n i

t

C t t

j j
M A C

n

j
t

n

n
n j j A n M

i n i

M A t A t

n

j
t

M

t A t

n

t

























    






   

           
   

   


    





  

















       

1 2 3

2 2 1 3

1 2 3

11
.

4 2 4
1 1

2 .
2 2

1 1 2 4 1 2 1 .

M A M

A M M M

M M t t M t t M t t

 

  

      

 

   
   

1

2 3

1 1 2

4 1 2 1 .

M M t t

M t t M t t

   

   
 

:
 

Решим это уравнение относительно неизвестной 
точки A

2
:

	  	 (5)

Подставим найденные значения A
1
, A

2
, A

3
 в ис-

ходное уравнение (4):

	  	 (6)

Уравнение (6) является искомым. Оно описыва-
ет дугу параболы 2-го порядка, которая гарантиро-
ванно проходит через заданные узлы интерполяции 
M

1
, M

2
, M

3
.

Моделирование экспоненциальных 
интерполяционных кривых

Описанный выше метод может быть применен 
для моделирования экспоненциальных интерполя-
ционных кривых. При этом весовые функции возле 
координатных векторов А

i
 определяются в виде ekit.

В качестве примера рассмотрим моделирование 
экспоненциальной интерполяционной кривой, про-
ходящей через 3 точки. Точечное уравнение исход-
ной экспоненциальной кривой имеет следующий 
вид:

	  	 (7)

где A
1
, A

2
, A

3
 — симплекс контрольных точек; k

1
, k

2
, 

k
3
 — коэффициенты, определяющие форму экспо-

ненциальной кривой.
Обратим внимание, что в данном случае мы  

не накладываем ограничение принадлежности 
кривой к пространству симплекса точек A

1
, A

2
, A

3
:  

ek1t+ek2t+ek3t ≠ 1.
Принимаем равномерное распределение пара-

метра t от 0 до 1. Тогда при t = 0, кривая проходит 

через точку M
1
, при 
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 — через точку M
2
 и при  

t = 1 — через точку M
3
. Подставляем эти значения 
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в исходное уравнение (7) и получаем систему экс-
поненциальных уравнений:

	

 	 (8)

Решив систему экспоненциальных уравнений 
(8), находим точки симплекса A

1
, A

2
, A

3
:

	  	 (9)

Подставляем полученные выражения A
1
, A

2
, A

3 

в исходное уравнение (7) и после преобразований 
находим искомое уравнение экспоненциальной 
интерполяционной кривой, проходящей через три 
точки:
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Полученное в векторно-параметрической форме 
точечное уравнение (10) является общим уравне-
нием, в которое можно подставлять любые коор-
динаты узлов интерполяции. Если в это уравнение 
подставить конкретные значения координат M

1
, M

2
, 

M
3
 и коэффициентов формы кривой k

1
, k

2
, k

3
, то по-

лучим более компактное представление. Например, 
используем следующие координаты узлов интерпо-
ляции M

1
(1;2), M

2
(2;3), M

3
(4;1) и значения коэффи-

циентов формы кривой k
1
 = 0,2, k

2
 = 2, k

3
 = 1,2. 

В результате получим следующую систему параме-
трических уравнений:

     (11)

                                                      .

Рассмотрим визуализацию (рис. 1) полученной 
геометрической модели экспоненциальной кривой 
(сплошная линия), которая описывается системой 
параметрических уравнений (11). Штриховой лини-
ей показана интерполяционная кривая, полученная 
на основе кривой Безье, которая описывается урав-
нением (6).

Исследуем характер изменения формы полу-
ченной кривой при различных значениях k

1
, k

2
, k

3
. 

Чтобы не повторять приведенный выше пример, ис-
пользуем другие узлы интерполяции M

1
(1;2), M

2
(2;1), 

M
3
(4;1). Результаты представлены в табл. 1.
Анализируя результаты исследований, некото-

рые примеры которых представлены в табл. 1, мож-
но сделать следующие выводы:

1.  Экспоненциальные функции позволяют обе-
спечить построение интерполяционных кривых, ин-
цидентных заданным точкам.

2.  Форма кривой зависит не только от коорди-
нат исходных точек, но и от коэффициентов k

1
, k

2
, 

k
3
. При этом могут быть получены кривые, содер-

жащие точки перегиба и без них. Если кривая яв-
ляется монотонной и не имеет точек перегиба, она 

может применяться для моделирования плавных пе-
реходов. Случаи с точками перегиба могут быть ис-
пользованы для моделирования S-образных кривых.

3.  При значениях k
1
, k

2
, k

3
 более 5 происходят 

значительные осцилляции. Положительные боль-
шие значения k

i
 приводят к резкому росту осцилля-

ций, что может быть использовано для моделирова-
ния аварийных или критических режимов.

4.  Значения коэффициентов k
1
, k

2
, k

3
 можно вы-

бирать таким образом, чтобы кривая проходила че-
рез заданные точки по кратчайшему расстоянию. 
Эти значения могу быть определены путём реше-
ния минимаксной задачи, что составляет перспек-
тиву дальнейших исследований.

Рассмотрим частный случай определения точеч-
ного уравнения интерполяционной экспоненциаль-
ной кривой, принадлежащей симплексу A

1
, A

2
, A

3
. 

Для этого необходимо выполнение условия — сум-
ма весовых функций должна быть равна единице 
[15]: ek1t+ek2t+ek3t=1.

Исходя из этого условия, можно исключить один 
из коэффициентов k

i
. Для примера исключим коэф-

фициент k
3
:
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Рис. 1. Экспоненциальная интерполяционная 
кривая при ek1t+ek2t+ek3t≠1

Fig. 1. Exponential interpolation curve for ek1t+ek2t+ek3t≠1
Источник / Source: разработано авторами / 

compiled by the authors
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	  	 (12)

Подставим полученное выражение (12) в урав-
нение (7):

	  	 (13)

Принимаем равномерное распределение пара-
метра и получаем следующую систему уравнений:

	  	 (14)
                                                 .

Решим эту систему экспоненциальных уравне-
ний (14) относительно неизвестных точек симплек-
са A

1
, A

2
, A

3
 и подставим полученные выражения 

в уравнение (13). После преобразований получим 

Таблица 1. Исследование экспоненциальной интерполяционной кривой при различных значениях k
1
, k

2
, k

3
 

Table 1. Research of the exponential interpolation curve for different values of k
1
, k

2
, k

3
 

№
п/п k

1
k

2
k

3

Экспоненциальная кривая

Визуализация кривой Примечания

1 –1 2 4
Монотонная кривая без петель 

и точек перегиба

2 0 1 2
Монотонная кривая без петель 

и точек перегиба

3 1 2 –4 Кривая стремится к оси Ox 
и имеет точку перегиба

4 –1 –2 4 Кривая имеет точку перегиба

5 –2 3 –5 Кривая имеет точку перегиба

6 –3 –2 –1
Кривая имеет осцилляцию, 

стремящуюся к оси Oy

7 2 3 5
Кривая имеет ярко выраженную 

осцилляцию

Источник / Source: разработано авторами / compiled by the authors

 

 

1 2

1 2 1 2

1 21 2

0,2

2 1,2

0,2

2 1,2

1 1 2 3

2 1 2 3

3

1 2 3

1
2 22 2

0,110477318e

0,110108002e 1,000369320e
.

ln 1

2,347685632e

2,597078618e 6,9447642

e e
.

e e 1 e e .

e e

4

e

8e
k t k t

k t k t k t k t

k kk

t

t

k

t

t

t t

k
t

M A A

x

y

M A A A

M A A

A

A
 

   

 


 

 


 





    







 
 1 21 2

2 1 2 1
1 2 1 2

2 1 1 2

2 1 1 2
1 2

1 2

2 1 1 2 1 2 1 2

2 1 1 2
1 2

1 2

1

2 2 2 2

1

2 2 2

3 1

2

2

2 2 2

2 3

2

.

e e e

e e e e e e

e e e e e e
e e e e e e

e e e e e e

e

k kk k

k k k k
k t k t k kk t k k t k

k k k k
k k k k

k t k k t k k t k t k k

k k k k
k k k k

k

M

M A A

M

M

A

 
 
 

 

    

 

 

 







 

     
 

    
    

 
   






2 1 1 2

1 2
1 2

2 1 1 2
1 2

1 2

2 2 2 2

3

2 2 2

2,5 0,5

2,5 0,5

2

2,5

.

0,180846868e 2,48477042e 3,303923558
.

0,411511416e 9,15376006e 11,56527147

0,180846868

e e e e e

e e e

e

e e

2,484770

e

k k k k
t k t k t k

t t

t

t

k k k k
k k k

t

t

k

M

x

y

x





 

 

    

   
   


 



 
 

 0,5

2,5

0,5

11 0,12 11 0,02 12 0,04

12 0,06 12 0,08 12 0,1

1

1

e

e

42e 3,303923558
.

0,411511416e

9,15376006e 11,56527147

1

1

1 3,8 10 e 3,99 10 e 1,98 10 e

3,92 10 e 3,88 10 e 1,92 10 e

i

i

n
k t

i

n
k t

t

t

t

t t t

t

i

t t

y

x

y















  
 





        

     







13 0,12 13 0,02 14 0,04

14 0,06 14 0,08 14 0,1

.
1 3,1 10 e 3,26 10 e 1,61 10 e

3,19 10 e 3,16 10 e 1,57 10 e

t t t

t t t






       
     

 

 

 

1 2

1 2 1 2

1 21 2

0,2

2 1,2

0,2

2 1,2

1 1 2 3

2 1 2 3

3

1 2 3

1
2 22 2

0,110477318e

0,110108002e 1,000369320e
.

ln 1

2,347685632e

2,597078618e 6,9447642

e e
.

e e 1 e e .

e e

4

e

8e
k t k t

k t k t k t k t

k kk

t

t

k

t

t

t t

k
t

M A A

x

y

M A A A

M A A

A

A
 

   

 


 

 


 





    







 
 1 21 2

2 1 2 1
1 2 1 2

2 1 1 2

2 1 1 2
1 2

1 2

2 1 1 2 1 2 1 2

2 1 1 2
1 2

1 2

1

2 2 2 2

1

2 2 2

3 1

2

2

2 2 2

2 3

2

.

e e e

e e e e e e

e e e e e e
e e e e e e

e e e e e e

e

k kk k

k k k k
k t k t k kk t k k t k

k k k k
k k k k

k t k k t k k t k t k k

k k k k
k k k k

k

M

M A A

M

M

A

 
 
 

 

    

 

 

 







 

     
 

    
    

 
   






2 1 1 2

1 2
1 2

2 1 1 2
1 2

1 2

2 2 2 2

3

2 2 2

2,5 0,5

2,5 0,5

2

2,5

.

0,180846868e 2,48477042e 3,303923558
.

0,411511416e 9,15376006e 11,56527147

0,180846868

e e e e e

e e e

e

e e

2,484770

e

k k k k
t k t k t k

t t

t

t

k k k k
k k k

t

t

k

M

x

y

x





 

 

    

   
   


 



 
 

 0,5

2,5

0,5

11 0,12 11 0,02 12 0,04

12 0,06 12 0,08 12 0,1

1

1

e

e

42e 3,303923558
.

0,411511416e

9,15376006e 11,56527147

1

1

1 3,8 10 e 3,99 10 e 1,98 10 e

3,92 10 e 3,88 10 e 1,92 10 e

i

i

n
k t

i

n
k t

t

t

t

t t t

t

i

t t

y

x

y















  
 





        

     







13 0,12 13 0,02 14 0,04

14 0,06 14 0,08 14 0,1

.
1 3,1 10 e 3,26 10 e 1,61 10 e

3,19 10 e 3,16 10 e 1,57 10 e

t t t

t t t






       
     

 

 

 

1 2

1 2 1 2

1 21 2

0,2

2 1,2

0,2

2 1,2

1 1 2 3

2 1 2 3

3

1 2 3

1
2 22 2

0,110477318e

0,110108002e 1,000369320e
.

ln 1

2,347685632e

2,597078618e 6,9447642

e e
.

e e 1 e e .

e e

4

e

8e
k t k t

k t k t k t k t

k kk

t

t

k

t

t

t t

k
t

M A A

x

y

M A A A

M A A

A

A
 

   

 


 

 


 





    







 
 1 21 2

2 1 2 1
1 2 1 2

2 1 1 2

2 1 1 2
1 2

1 2

2 1 1 2 1 2 1 2

2 1 1 2
1 2

1 2

1

2 2 2 2

1

2 2 2

3 1

2

2

2 2 2

2 3

2

.

e e e

e e e e e e

e e e e e e
e e e e e e

e e e e e e

e

k kk k

k k k k
k t k t k kk t k k t k

k k k k
k k k k

k t k k t k k t k t k k

k k k k
k k k k

k

M

M A A

M

M

A

 
 
 

 

    

 

 

 







 

     
 

    
    

 
   






2 1 1 2

1 2
1 2

2 1 1 2
1 2

1 2

2 2 2 2

3

2 2 2

2,5 0,5

2,5 0,5

2

2,5

.

0,180846868e 2,48477042e 3,303923558
.

0,411511416e 9,15376006e 11,56527147

0,180846868

e e e e e

e e e

e

e e

2,484770

e

k k k k
t k t k t k

t t

t

t

k k k k
k k k

t

t

k

M

x

y

x





 

 

    

   
   


 



 
 

 0,5

2,5

0,5

11 0,12 11 0,02 12 0,04

12 0,06 12 0,08 12 0,1

1

1

e

e

42e 3,303923558
.

0,411511416e

9,15376006e 11,56527147

1

1

1 3,8 10 e 3,99 10 e 1,98 10 e

3,92 10 e 3,88 10 e 1,92 10 e

i

i

n
k t

i

n
k t

t

t

t

t t t

t

i

t t

y

x

y















  
 





        

     







13 0,12 13 0,02 14 0,04

14 0,06 14 0,08 14 0,1

.
1 3,1 10 e 3,26 10 e 1,61 10 e

3,19 10 e 3,16 10 e 1,57 10 e

t t t

t t t






       
     

 



61

О
М

С
К

И
Й

 Н
А

У
Ч

Н
Ы

Й
 ВЕС

ТН
И

К
   №

 3 (199)  2026 
O

M
SK

 SC
IEN

TIFIC
 BU

LLETIN
  N

O
. 3 (199)   2026

точечное уравнение экспоненциальной интерполя-
ционной кривой при условии ek1t+ek2t+ek3t=1:

	  	

(15)

Рассмотрим пример использования точечного 
уравнения (15) для моделирования интерполяцион-
ной кривой, проходящей через узлы M

1
(1;2), M

2
(2;3), 

M
3
(4;1) и значения коэффициентов формы кривой 

k
1
=0,5, k

2
=2,5. В результате получим следующую 

систему параметрических уравнений:

	  	 (16)

                                                    .

Выполним визуализацию полученной геометри-
ческой модели экспоненциальной кривой (сплош-
ная линия) в сравнении с параболической (штрихо-
вая линия), используя вышеописанные координаты 
узлов интерполяции (рис. 2).

Исследуем характер изменения формы получен-
ной кривой при различных значениях k

1
, k

2
. При 

этом используются следующие узлы интерполяции: 
M

1
(1;2), M

2
(2;3), M

3
(4;1). Результаты представлены  

в табл. 2.
Анализируя результаты исследований, некото-

рые примеры которых представлены в табл. 2, мож-
но сделать следующие выводы:

1.  В отличие от экспоненциальной кривой,  
не принадлежащей симплексу исходных точек A

1
, 

A
2
, A

3
, полученная кривая не обладает гибкостью 

для обеспечения точек перегиба.
2.  При небольших положительных или смешан-

ных (один коэффициент положительный, второй — 
отрицательный) значениях коэффициентов больше 
единицы наблюдается монотонная кривая.

3.  При отрицательных значениях коэффициен-
тов кривая имеет осцилляцию, стремящуюся к оси 
Oy. Чем выше значения коэффициентов, тем боль-
ше осцилляция.

4.  При положительных значениях коэффициен-
тов кривая имеет осцилляцию, стремящуюся к оси 
Ox. Чем выше значения коэффициентов, тем боль-
ше осцилляция.

5.  При больших значениях коэффициентов  
с разными знаками кривая спрямляется. Чем выше 
значение коэффициентов, тем выше степень спрям-
ления, длина кривой стремится к минимуму.

6.  При небольших дробных значениях коэф-
фициентов с разными знаками кривая с высокой 
точностью аппроксимирует параболическую интер-
поляционную кривую, которая определяется урав-
нением (6).

Следует отметить, что метод замены симплекса 
в уравнении кривой не ограничивается примером 
с тремя узлами интерполяции. Подобным образом 
можно получить точечные и параметрические урав-
нения с любым количеством узлов интерполяции 
для построения единой непрерывной кривой.

В качестве примера рассмотрим моделирование 
кривой, проходящей через 6 узлов интерполяции: 
M

1
(0;0), M

2
(20;0), M

3
(40;–47), M

4
(55;335), M

5
(80;26), 

M
6
(100;387) при двух условиях 
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 и коэффициентах 

формы k
1
 = –0,02, k

2
 = –0,04, k

3
 = –0,06, k

4
 = 

–0,08, k
5
= –0,1, k

6
 = –0,12 получим систему па-

раметрических уравнений:	  	

(17)

                                                  .
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  и коэффициен-

тах формы k
1
 = –0,3, k

2
 = –0,15, k

3
 = –0,075,  

k
4 
= –0,0375, k

5
 = –0,01875 получим:

	  	 (18)

                                          . 
               
Визуализация экспоненциальных кривых (по-

казаны сплошной линией) в сравнении с класси-
ческой интерполяционно кривой (показана штри-
ховой линией), которая описывается следующим 
уравнением с двумя разными условиями, представ-
лена на рис. 3:

	  	 (19)
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 ) даёт симметричное задание коэффици-

ентов формы k
1
= 2,4, k

2
 = 2, k

3
 = 1,6, k

4
 = –1,6, 

k
5
 = –2, k

6
 = –2,4 для тех же узлов интерполяции 

(рис. 4):
	  	

(20)

                                                          .
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Рис. 2. Экспоненциальная интерполяционная кривая 
при ek1t+ek2t+ek3t=1 

Fig. 2. Exponential interpolation curve for ek1t+ek2t+ek3t=1
Источник / Source: разработано авторами / 

compiled by the authors 
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В результате на данном этапе исследований 
можно сформулировать следующие рекомендации 
по выбору коэффициентов формы предложенных 
экспоненциальных интерполяционных кривых k

i
:

1.  Для минимизации осцилляций между узлами 
интерполяции все коэффициенты k

i
 должны быть 

близкими к нулю.
2.  Для минимизации осцилляций между узлами 

интерполяции можно использовать симметричные 
относительно нуля коэффициенты k

i
. Поскольку 

положительные значения k
i
 дают экспоненциаль-

ный рост, а отрицательные — экспоненциальное 
затухание, при симметричном расположении узлов 
обеспечивается баланс между ростом и затуханием. 
В результате получается классический симметрич-
ный относительно нуля набор коэффициентов, ко-
торый аппроксимирует гиперболические функции 
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3.  При высоких значениях коэффициентов k
i
 

происходит спрямление кривой.
4. При наличии резких скачков между узлами 

интерполяции полностью устранить осцилляции  
с помощью экспоненциальной модели невозможно. 
Это фундаментальное ограничение, связанное с гло-
бальным характером экспоненциального базиса.

Заключение
В исследовании предложен новый класс ин-

терполяционных кривых, на основе экспоненци-
альных функций обеспечивающих инцидентность 
заданным точек. Получены точечные уравнения 
экспоненциальных интерполяционных кривых  
с различными условиями принадлежности кривой 
симплексу исходных точек. Визуально исследовано 
влияние коэффициентов k

i
  на форму кривой (под-

тверждено наличие осцилляций, точек перегиба, 
спрямления и т. д.). 

Таблица 2. Исследование экспоненциальной интерполяционной кривой при различных значениях k
1
, k

2
 

Table 2. Research of the exponential interpolation curve for different values of k
1
, k

2
 

№
п/п k

1
k

2

Экспоненциальная кривая

График функции Примечания

1 1 2
Монотонная кривая без 
петель и точек перегиба

2 –4 2
Монотонная кривая без 
петель и точек перегиба

3 4 –4
Монотонная кривая без 
петель и точек перегиба

4 –2 –3
Кривая имеет осцилляцию, 

стремящуюся к оси Oy

5 7 3
Кривая имеет осцилляцию, 

стремящуюся к оси Ox

6 7 –7 Спрямлённая кривая

7 0,1 –0,1

Экспоненциальная 
кривая (сплошная 
линия) совпадает 
с параболической 

(штриховая)

Источник / Source: разработано авторами / compiled by the authors
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Несомненно, на форму кривой значительное 
влияние оказывают не только коэффициенты k

i
,  

но и координаты узлов интерполяции. Однако нали-
чие дополнительных коэффициентов формы позво-
ляет обеспечить дополнительную гибкость кривой. 
Таким образом, перспективой дальнейших исследо-
ваний является разработка геометрически обосно-
ванных рекомендаций по выбору коэффициентов 
формы k

i
. Здесь возможны два принципиально раз-

ных направления. Первое — использование единых 
экспоненциальных кривых, обладающих особыми 
геометрическими свойствами (минимальной дли-
ной, минимальной кривизной и т. д.) посредством 
решения минимаксных задач над коэффициентами 
k

i
. Второе — разработка алгоритма моделирова-

ния составных кривых, которые на каждом участ-
ке имеют своё экспоненциальное уравнение. При 
этом предложенные интерполяционные экспонен-
циальные кривые позволяют уменьшить кусочность 
составной кривой, поскольку охватывают сразу не-

сколько узлов интерполяции, а выбор коэффици-
ентов формы k

i
  позволит обеспечить необходимый 

порядок гладкости в точках стыковки.
Исходя из вышеизложенного можно сделать 

вывод, что полученные кривые расширяют библи-
отеку геометрических примитивов в системах ав-
томатизированного проектирования и информа-
ционного моделирования, позволяя более точно 
описывать объекты и процессы с экспоненциаль-
ными характеристиками на всех этапах жизненного 
цикла изделия — от концептуального проектирова-
ния до моделирования физических процессов (на-
пример, деформаций, температурных полей). Также 
они могут найти своё применение при моделирова-
нии процессов в биологии, социологии, экономике. 
В строительстве кривые могут использоваться для 
оценки и прогнозирования прироста критических 
значений (нагрузки, теплового воздействия и дру-
гих процессов, которые имеют экспоненциальную 
природу).

б)
Рис. 3. Экспоненциальная кривая, проходящая через 6 узлов интерполяции: 

а) при условии 
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Fig. 3. Exponential curve passing through 6 interpolation nodes:

a) subject to 
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Источник / Source: разработано авторами / compiled by the authors

а)

Рис. 4. Экспоненциальная кривая, проходящая через 6 узлов интерполяции 
при симметричном задании коэффициентов формы ki

Fig. 4. Exponential curve passing through 6 interpolation nodes with symmetrical 
assignment of ki shape coefficients

Источник / Source: разработано авторами / compiled by the authors
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