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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 
НЕЛИНЕЙНОЙ ФУНКЦИИ 
ДЕМПФИРОВАНИЯ 
МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ
Коэффициенты нелинейной функции демпфирования механической системы  
с одной поступательной степенью свободы определяются по эксперименталь-
но полученной осциллограмме свободных колебаний. Функция моделируется 
тремя видами трения: сухим, линейно-вязким и нелинейно-вязким. Определя-
ются численные значения коэффициентов демпфирования. Получена характе-
ристика диссипативной силы в функции перемещения, по которой находится 
количество рассеянной за период энергии. Методом энергетического балан-
са приближённо находится эквивалентный коэффициент относительного за-
тухания, с использованием которого выполняется численное интегрирование 
уравнения движения. Наложением расчётной осциллограммы на эксперимен-
тальную показывается удовлетворительное совпадение огибающей и фазы 
колебательного процесса. Уточнение параметров функции демпфирования 
может быть найдено аппроксимацией экспериментальных амплитуд. Найден-
ное значение коэффициента относительного затухания может быть использо-
вано для решения нелинейных задач динамики слабодемпфированных систем. 

Ключевые слова: нелинейная функция демпфирования, сухое трение, линей-
но-вязкое трение, нелинейно-вязкое трение, диссипация энергии, огибающая, 
коэффициент относительного затухания, метод энергетического баланса.

1.  Введение. Механизмы демпфирования игра-
ют важную роль во многих приложениях, включая 
мониторинг состояния конструкций [1], динамику 
робототехнических [2, 3], энергетических [4, 5], 
механических [6], биологических [7–10], микро-  
и наноэлектромеханических [11, 12] систем. Пра-
вильный выбор модели демпфирования и оценка 
параметров её нелинейной функции скорости яв-
ляются важной проблемой в области динамики ме-

ханических систем (МС). Основные трудности воз-
никают из-за большого разнообразия механизмов 
рассеивания энергии, их сложности и взаимодей-
ствия, а также приближённого характера моделей 
диссипации энергии [13]. Такой подход с ограни-
ченным интересом к фактическим источникам  
и механизмам демпфирования обосновывается тем 
фактом, что количество энергии, рассеиваемой  
в обычных МС, весьма незначительно. Поэтому 
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диссипативные силы, зависящие от этой энергии, 
являются малыми по сравнению с инерционными 
и восстанавливающими силами. Физически более 
обоснованные методами теории вязко- и термо-
упругости модели внутреннего трения являются  
и более сложными, и поэтому используются редко.

При расчёте частотных характеристик МС ос-
новной проблемой является определение характе-
ристик сил неупругого сопротивления. Непосред-
ственное измерение их сопряжено с большими 
трудностями, однако достаточно просто можно по-
лучать экспериментальные осциллограммы свобод-
ных затухающих колебаний МС. Уменьшение ам-
плитуд на них определяется конкретной, в общем 
случае, нелинейной функцией демпфирования. По-
этому, получив убывающую последовательность их, 
можно определить параметры этой функции. Из-
вестно, что демпфирование, возникающее при дви-
жении МС, обусловлено тремя видами трения: вну-
тренним, конструкционным и внешним, вызванным 
движением в вязких средах, жидкостях или газах. 

Для важного частного случая слабодемпфиро-
ванных МС с одной степенью свободы, линейных 
по восстанавливающей силе, нелинейную функцию 
демпфирования, зависящую только от обобщённой 
скорости, с помощью малого параметра  представ-
ляют в виде степенной функции   xxxf n
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либо в виде степенного ряда [14, c. 354; 15–16]

 
,                 (1) 

причём в практически важных случаях m  2. Это 
означает, что нелинейная функция демпфирования, 
формируемая всеми имеющимися в МС источни-
ками сил неупругого сопротивления, моделируется 
суммой сухого (n = 0), линейно-вязкого (n = 1) и 
квадратичного (n = 2) трения.

В работе [13] при экспериментальном и числен-
ном рассмотрении колебаний МС в виде плоского 
физического маятника в воздухе рассматриваются 
три составляющие силы неупругого сопротивления:

—  линейно-вязкая (пропорциональная угловой 
скорости); 

—  нелинейно-вязкая (квадратично зависящая  
от этой скорости);

—  пропорциональная ускорению.
Отмечается, что последняя компонента вводится 

для удовлетворительного приближения к реальному 
движению маятника в воздухе. Со ссылкой на [17] 
утверждается, что введение составляющей, про-
порциональной ускорению в выражении для силы 
сопротивления, не следует считать необычным.  
В случае колебательного движения элементарных 
тел (сферы, бесконечного цилиндра и т. д.) в вяз-
кой жидкости аналитические решения при малых 
числах Рейнольдса показывают, что сопротивле-
ние имеет две части: пропорциональную скорости 
(диссипативную) и пропорциональную ускорению 
(инерционную). В эксперименте начальный угол 

отклонения маятника был «большим»: 
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Коэффициенты демпфирования для четырёх длин 
маятника находились тремя методами: конечно-раз-
ностным, бисекции и градиентным. Вычислялись 
средние и среднеквадратичные ошибки результатов 
численного интегрирования уравнений движения 
по сравнению с экспериментальными осциллограм-
мами. Уравнения интегрировались последовательно 
с линейным трением, с суммой линейного и ква-

дратичного и с суммой линейного, квадратичного  
и трения, пропорционального ускорению. Отмече-
но, что во втором случае коэффициент демпфиро-
вания получился отрицательным, что физически не-
реализуемо, и поэтому авторы ограничились только 
квадратичным трением, утверждая, что в этом слу-
чае предсказание действительного движения луч-
ше, чем в случае только линейного трения.

Показано, что введение в демпфирующий ко-
эффициент члена, пропорционального ускорению,  
не является пренебрежимо малым и что вклад этого 
члена зависит от начального угла отклонения маят-
ника.

На заключительной стадии выполняется «общая 
оптимизация», под которой понимается, что рас-
стояние между численными и экспериментальными 
осциллограммами минимизируется одновременно 
для всех значений начальных отклонений и длин 
маятника. Приведены значения трёх коэффициен-
тов демпфирования для четырёх различных длин 
маятника.

Констатируется, что описание силы неупруго-
го сопротивления, зависящей как от скорости, так  
и от ускорения, оказывается наиболее подходящим. 
Утверждается, что трение в опоре маятника несу-
щественно по сравнению с сопротивлением возду-
ха. Способность шнура к скручиванию и неплоские 
колебания могут иметь большее значение. Все три 
коэффициента предполагались постоянными, не за-
висящими от числа Рейнольдса.

В статье [18] экспериментально и теоретически 
рассматриваются колебания линейного по восста-
навливающей силе физического маятника — шара. 
Указывается, что использование закона линейно-
вязкого трения Стокса 
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 в этом случае 
приводит к большим ошибкам и что необходимо 
учитывать квадратичное и внутреннее трение. 

В дополнение к формуле Стокса при гармони-
ческом движении сила вязкого трения включает  
в себя «глубину проникновения δ», которая зависит 
от угловой частоты колебаний ω и плотности жид-
кости ρ. Путем сравнения теории и эксперимента 
предложено уточнённое выражение для формулы 
Стокса при гармоническом движении, в которую 
входит «глубина проникновения». Показано, что  
в обычных случаях глубина δ меньше радиуса шара 
примерно на порядок. Другими словами, вязкое 
гармоническое трение может быть намного больше, 
чем вязкое трение стационарного потока. При этом 
показано, что диссипативная сила пропорциональна 
площади шара, а не её радиусу. Отмечено, что если 
в МС включены скользящие или катящиеся элемен-
ты, то должно использоваться нелинейное трение 
Кулона. Констатируется также, что квадратичное 
трение наиболее важно в начале затухающих ко-
лебаний, линейное в средней части и сухое в их 
конце. Приведена осциллограмма свободных зату-
хающих колебаний физического маятника в воде, 
на которую нанесена полученная численно огиба-
ющая. 

В уравнении движения с линейной восстанав-
ливающей силой учитываются четыре вида трения: 
сухое, гистерезисное, амплитудно-зависимое (жид-
костное) и линейно-вязкое, причём первые три за-
висят от знака скорости. Гистерезисное и ампли-
тудно-зависимое называются «модифицированным 
кулоновским» затуханием.

В статье [19] предлагается метод измерения сил 
и коэффициентов трения на основе регистрации 
затухающих амплитуд, не требующий измерения 
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самих амплитуд. Эксперименты проводятся на фи-
зическом маятнике с опорой качения. Утверждает-
ся, что при числе полных колебаний, превышаю-
щих 103, метод, предложенный в [14, 15], неудобен,  
а уменьшение числа измеряемых амплитуд, приво-
дит к увеличению погрешности в определении ко-
эффициентов демпфирования β

0
, β

1
, β

2
. Сила тре-

ния (диссипативная функция) аппроксимируется 
выражением 
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. Уравнение 
движения решается асимптотическим методом, при 
помощи которого находятся выражения для второй 
гармоники тройной частоты и поправка для частоты 
свободных колебаний, влиянием которых на реше-
ние в дальнейшем пренебрегают. При этом утверж-
дается, что полученное выражение для огибающей 
первой гармоники остаётся прежним. Из аппрок-
симации этим выражением экспериментальной оги-
бающей находятся коэффициенты демпфирования 
β

0
, β

1
, β

2
.

Арсенал исследователей по надежной оценке 
параметров демпфирования постоянно пополняется 
по мере открытия новых и более сложных методов 
анализа данных. К их числу относится анализ топо-
логических данных (пиков-впадин осциллограмм), 
двумерное изображение которых называется диа-
граммой инерционности и которое используется 
для оценки параметров степенного затухания из 
функции свободного отклика. В статье [20] при-
ведены результаты оценки коэффициентов сухого 
линейно-вязкого и квадратичного трения с миними-
зацией влияния аддитивного шума на эксперимен-
тальные осциллограммы свободных затухающих ко-
лебаний физического маятника. Утверждается, что 
по сравнению с большинством алгоритмов иденти-
фикации параметров затухания этот метод является 
вычислительно быстрым и требует только времен-
ного ряда в качестве входных данных. Показано, 
что он устойчив к широкому диапазону параметров 
затухания, к высоким уровням шума и низким ча-
стотам дискретизации. При оценке вязкого затуха-
ния метод позволяет достаточно точно определять 
коэффициент относительного затухания вплоть  
до критического  = 1, в то время как большинство 
методов ограничено значением 0,3. Метод может 
быть распространён на МС с конечным числом сте-
пеней свободы. 

2.  Экспериментальная часть. 
2.1.  Экспериментальный стенд. Установка пред-

ставляет собой тележку массой m = 4,5 кг, которая 
может перемещаться только в горизонтальном на-
правлении в пределах 0,2 м (рис. 1).

Жёсткость боковой пружины, найденная экс-
периментально по формуле 
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Демпфирующие элементы β
0
, β

1
, β

2
 условно пред-

ставляют непотенциальные силы, возникающие 
при колебаниях массы m за счёт внутреннего тре-
ния в материале пружин, конструкционного трения  
и сопротивления воздуха (рис. 2).

Характеристика суммарной диссипативной силы 
(нелинейной функции демпфирования), создавае-
мой этими факторами, записывается в виде 

 .              (2) 

Измерение обобщённой координаты (ОК) x про-
изводится датчиком потенциометрического типа  

с последующей записью её через мостовую схему 
и многофункциональную плату аналогового и циф-
рового ввода/вывода ЛА – 70М4 на жёсткий диск 
компьютера с последующей обработкой в пакете 
Maple.

Установка позволяет изучать и другие задачи 
линейной и нелинейной динамики. Например, по-
лучать экспериментальные данные по частотам  
и формам главных колебаний МС с двумя степеня-
ми свободы или амплитуды и частоты точек бифур-
кации в осцилляторе Дуффинга.

2.2.  Результаты эксперимента. В ходе экспе-
римента выполнялась запись дискретных отсчётов 
свободных колебаний МС до её полной остановки  
с шагом дискретизации ~ 0,02 с. 

По формулам 

x
k
 = a

k
+a

k+1
; y

k
 = a

k
–a

k+1
             (3) 

находилась сумма и разность соседних амплитуд a
k 

свободных затухающих колебаний (табл. 1). 
Отсчёты ОК и времени фиксировались до тех 

пор, пока аддитивный шум не становился по уров-
ню сопоставимым с полезным сигналом — затухаю-
щими колебаниями. На сбойных участках (если они 
возникали) отсчёты определялись приближённо. 
Далее дискретные значения ОК и времени (табл. 1)  

Рис. 1. Стенд для экспериментального определения
 нелинейной функции демпфирования

Рис. 2. Динамическая модель МС для определения 
нелинейной функции демпфирования по огибающей 

колебательного процесса aenv(t)
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перемасштабировались в пакете Maple, попар-
но конвертировались в список списков, который  
в виде осциллограммы выводился на печать (рис. 3).

Визуально нелинейность характеристики демп-
фирующей силы обнаруживается уже в том, что 
обе огибающих типичной осциллограммы не име-
ют вида экспоненты. На рис. 3 обозначено N = 
=26 амплитуд, по которым определялись коэф-
фициенты нелинейной функции демпфирования 
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. МС имеет симметричную линейную харак-
теристику восстанавливающей силы, поэтому пе-
риод колебаний есть постоянная величина. Число  

16
ec   c–1  — это значение частоты свободных 

колебаний МС с демпфированием, найденное по их 
периоду, а число 
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 м — это началь-
ное значение огибающей a

env
(t), равное начальному 

отклонению, т.к. во всех экспериментах начальная 
скорость устанавливалась нулевой 
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.
3.  Обработка результатов эксперимента. Урав-

нение движения МС на рис. 2 с функцией демп-
фирования (2) при учёте в ней только первых трёх 
слагаемых записывается в виде

 .          (4)

Его можно использовать и для нахождения не-
линейной функции демпфирования в МС типа 
Дуффинга (при дополнительной установке в стенд  
на рис. 1 вертикальной пружины) при условии пре-
небрежения в её эквивалентной жёсткости зависи-
мостью от амплитуды колебаний.

Из малости колебаний не всегда следует линей-
ность МС по восстанавливающей силе. Например, 
МС типа Дуффинга с начальной деформацией вер-
тикальной пружины, равной нулю, принципиаль-
но не может совершать линейных колебаний, т.к.  
в этом случае в степенной характеристике восста-
навливающей силы нет линейного члена и излагае-
мая ниже методика определения нелинейной функ-
ции демпфирования неприменима.

Коэффициенты неупругого сопротивления β
0
, β

1
, 

β
2
  в нелинейной функции демпфирования (2), вхо-

дящей в уравнение (4), связаны с соответствующи-
ми приведенными коэффициентами трения γ

0
, γ

1
, γ

2
, 

соотношениями [14, c. 357; 15, c. 155].

 			   (5)

Коэффициенты γ
0
, γ

1
, γ

2
, имеющие размерность 

[м], [б/p], [м–1], определяются из системы линей-
ных алгебраических уравнений [14, с. 357]

 ,		  ,(6)

где сумма x
k
 и разность y

k
 соседних амплитуд a

k 

определялись по (3) в табл. 1.
Для краткости система (6) переписывается  

в виде 

 .               (7) 
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, равный постоян-

ной величине, есть уменьшение амплитуд по пря-
молинейной огибающей за один период затухаю-
щих колебаний при условии, что МС демпфирована 

только сухим трением; коэффициент 
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, где  
δ — логарифмический декремент — при условии, 
что система демпфирована только линейно-вязким 
трением.

Решив систему линейных алгебраических урав-
нений (7), получим коэффициенты γ

0
, γ

1
, γ

2
, а по ним 

по соотношениям (5) коэффициенты демпфирования

Таблица 1

Амплитуды ak, их сумма xk и разность yk 
по огибающей осциллограммы aenv(t)

№ a
k 

x
k 

y
k 

1 0,0744 0,13233 0,00855

2 0,06189 0,11480 0,00898

3 0,05291 0,09897 0,00685

4 0,04606 0,8660 0,00552

5 0,04054 0,07890 0,00218

6 0,03836 0,07101 0,00571

7 0,03265 0,06160 0,00370

8 0,02895 0,05405 0,00385

9 0,02510 0,04849 0,00171

10 0,02339 0,04379 0,00299

11 0,02040 0,03866 0,00214

12 0,01826 0,03438 0,00214

13 0,01612 0,02995 0,00299

14 0,01383 0,02644 0,00122

15 0,01261 0,02274 0,00248

16 0,01013 0,01956 0,00070

17 0,00943 0,01828 0,00058

18 0,00885 0,01685 0,00085

19 0,00800 0,01471 0,00129

20 0,00671 0,01214 0,00128

21 0,00543 0,01043 0,00043

22 0,00500 0,00957 0,00043

23 0,00457 0,00758 0,00156

24 0,00301 0,00459 0,00143

25 0,00158 0,00273 0,00043

26 0,00115 0 0

Рис. 3. Экспериментальная осциллограмма 
свободных затухающих колебаний МС 

на рис. 1 и её модели на рис. 2
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4.  Валидация коэффициентов функции демп-
фирования

4.1.  Приведенная характеристика нелинейной 
функции демпфирования. Приведенная функция 
демпфирования 

y(x) = γ
0
 + γ

1
x + γ

2
x2                 (9) 

пересчитывается в нелинейную функцию демпфи-
рования (2) при помощи соотношений [14, c. 361] 

 .          (10) 

Зависимость разности экспериментальных ам-
плитуд от их суммы (9) аппроксимируется методом 
наименьших квадратов параболой

y(x)  0,21x2 + 0,039x + 0,00046.        (11) 

Если демпфирование в МС равно нулю, т. е. она 
консервативна, то разность соседних амплитуд ста-
новится равной нулю, а их сумма — 2x

0
. Кривая (9) 

вырождается в точку с координатами (2x
0
; 0). Други-

ми словами, огибающая a
env

(t) содержит в себе всю 
информацию о нелинейной функции демпфирова-
ния (2).

После пересчёта диссипативной силы и скоро-
сти в разность и сумму амплитуд или, наоборот,  
с использованием (10) графики функций демпфиро-
вания (2) и (11) должны совпадать (рис. 4).

Следует отметить почти линейный тип характе-
ристики диссипативной силы.

4.2.  Нелинейная функция демпфирования. При 
расчёте этой характеристики и её составляющих  
с использованием коэффициентов (8) принима-
лось, что к левому концу пружины с

2
 прикладыва-

ется гармоническое кинематическое возбуждение  
у(t) = a

y
cosωt с частотой, близкой к собственной  

ω  ω
c 

 16 c–1 так, чтобы амплитуда абсолют-
ных колебаний a

x
, равнялась начальному сме-

щению x
0
 = 0,09 м, принятому в эксперименте 

при свободных колебаниях. В этом случае ха-
рактеристики сухого, линейно-вязкого и ква-
дратичного трения описываются выражениями 
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 и суммар-
ная 
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 (рис. 5).
Максимальная скорость при построении графи-

ков находилась как 






















































3

2

1

2

1

0

333231

232221

131211

b

b

b

aaa

aaa

aaa

 

ka
c

Δ



2

0
0

4
 

2
1


  

222

10

/см

H
468,1

;
м/с

H
73,1;H134,0




 

 

   xxx
m

xy

xxx

c

c





2102

4

,
2

5









 

        xxxfxxfxsignxf ddd  22,11,00, ,,   

       xfxfxfxf dddd  2,1,0,   

с

м
5,10  xx c  

   
22

1

n

n
nd

a

x
axf 














  

  2
2

0

1  


 nJaW
n

n
n  

    tdnJ n  


 ,sin
2/

0

1
 

3

2
:2 = ;

4
1; = ;1 0; = 210 


 JnJnJn  

. Характеристи-

ка 4 совпадает с кривой по (2) на рис. 4.
4.3.  Эквивалентный коэффициент относитель-

ного затухания. Принимая, что в режиме вынуж-
денного движения колебания происходят по гар-
моническому закону, преобразуем (1) в формулу 
характеристики диссипативной силы в функции 
перемещения для сухого (n = 0), линейно-вязкого 
(n = 1) и квадратичного (n = 2) трения:

 .              (12)

Полагая, что частота колебаний основания дис-
сипативных элементов β

0
, β

1
, β

2
 при закреплённой 

массе m (рис. 1) равна частоте свободных коле-
баний ω = ω

с
 = 16 c–1, а амплитуда его колеба-

ний равна начальному смещению в эксперименте  
на свободные, т. е. что a = x

0
 = 0,09 м, построим 

приближённые характеристики (12) сухого (n = 0), 
линейно-вязкого (n = 1) и нелинейно-вязкого (n = 2)  
составляющих и их суммы (рис. 6). 

Характеристики на рис. 6 могут быть построе-
ны и в режиме вынужденного движения при неза-
креплённой массе m и возбуждении за пружину c

2  

с частотой, приближённо равной собственной ω  ω
c 

с тем, чтобы амплитуда колебаний была равна на-
чальному смещению a = x

0
 в свободном движении.

Количество энергии, рассеиваемой нелинейной 
силой демпфирования (2) в вынужденном движе-
нии, находится по формуле [21]

 ,                  (13) 
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Рис. 4. Нечётно-симметричные графики приведенной 
аппроксимирующей (11) и нелинейной функции

 демпфирования (2)
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Рис. 5. Расчётная характеристика нелинейной функции 
демпфирования в режиме вынужденного движения 

и её составляющие:
1 — сухого трения ( )xfd 0, ; 2 — линейно-вязкого ( )xfd 1, ;
3 — нелинейно-вязкого (турбулентного) трения ( )xfd 2, ;

 4 — суммарная характеристика  ( )xfd 
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Количество энергии, рассеиваемой сухим, ли-
нейно-вязким и квадратичным трением, и суммар-
ное найдётся как

 		  (14)

Подставив в (14) значения коэффициентов демп-
фирования (8), x

0
 = 0,09 м, ω = ω

с
  16 с–1, полу-

чим количество энергии W = 1,47 Дж, по которому 
найдём среднюю мощность процесса диссипации 

энергии 
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 Воспользовавшись 

принципом энергетического баланса, найдём вели-
чину эквивалентного коэффициента относительно-
го затухания

                                                   ,

которая может быть использована при решении 
других экспериментальных задач нелинейной дина-
мики на стенде (рис. 1).

Численное интегрирование ОДУ (4) с найденны-
ми экспериментально коэффициентами сухого β

0
, 

линейно-вязкого β
1
 и квадратичного β

2
 трения (8) 

показывает удовлетворительное совпадение экспе-
риментальной осциллограммы с расчётной (рис. 7).

Огибающие a
env

(t) построены при значении ко-
эффициента затухания 

 
5.  Обсуждение результатов
1.  Количество энергии, рассеиваемой за период 

свободных затухающих колебаний, будет несколь-
ко меньше, чем по (13), т. к. в крайних положени-
ях амплитуда будет меньше, чем в начале периода.  
В этих положениях кинетическая энергия МС равна 
нулю, а убыль полной энергии будет обеспечивать-
ся уменьшением только потенциальной энергии,  
т. е. уменьшением амплитуды колебаний (табл. 1).

2. Принцип энергетического баланса, положен-
ный в основу получения эквивалентного коэффици-
ента относительного затухания, не означает полного 
совпадения экспериментальной и расчётной огиба-
ющих. Удовлетворительное совпадение огибающих 
наблюдается на начальном и конечном участках 
примерно на трёх периодах. Можно утверждать, что 
имеет место совпадение огибающих в среднем.

3.  Несмотря на значительный разброс экспери-
ментальных точек приведенная аппроксимирующая 
и нелинейная функция демпфирования совпадают 
полностью. При демпфировании МС только одним 
линейно-вязким трением зависимость разности ам-
плитуд от их суммы описывается линейным выра-
жением

 

             

где c
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, c
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 некоторые постоянные; 
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. 
Это обстоятельство даёт возможность упрощеч-

ния динамических моделей МС. 

6.  Выводы
1. Удовлетворительное совпадение огибающей 

и фазы экспериментальной осциллограммы с рас-
чётной, полученной численным интегрированием 
уравнения движения, позволят рекомендовать по-
лученное значение эквивалентного коэффициента 
относительного затухания для расчёта динамики 
механически подобных МС.

2. Для уточнения коэффициентов нелинейной 
функции демпфирования целесообразно по экспе-
риментальным амплитудам получить аппроксими-
рующее выражение для огибающей и воспользо-
ваться описанной выше процедурой.

3. Метод энергетического баланса применим для 
слабодемпфированных МС. Для сильно- и пере-
демпфированных осцилляторов целесообразно вос-
пользоваться топологическим методом.

4. Суммарные графики функций демпфирова-
ния незначительно отличаются от прямых, поэтому 
нелинейную функцию демпфирования с удовлетво-
рительной точностью можно заменить эквивалент-
ной прямолинейной, что упростит практические 
расчёты. 
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Рис. 6. Характеристики составляющих демпфирования  
в функции ОК x  (петли гистерезиса):

1 — сухого трения fd,0
(х); 2 — линейно-вязкого fd,1

(х);
3 — нелинейно-вязкого (турбулентного) трения fd,2

(х);
4 — суммарная характеристика fd(х) 

Рис. 7. Наложение экспериментальной 1 и расчётной 2 
осциллограмм; t

0
 = 0,887 c — время задержки снятия 

удерживающей массу   m  связи; 
x

0
 = 0,09 м — начальное отклонение массы m
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In this article, the coefficients of the nonlinear damping function of a mechanical system 
with one translational degree of freedom are determined from an experimentally 
obtained oscillogram of free vibrations. The function is modeled using three types 
of damping: coulomb damping, linear viscous, and nonlinear viscous damping. 
Numerical values of the damping coefficients are identified. The characteristic of 
the dissipative force as a function of displacement is obtained, and is used to 
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ПРЕОДОЛЕНИЕ ТУПИКОВЫХ 
СИТУАЦИЙ СИНТЕЗА ДВИЖЕНИЙ 
АНТРОПОМОРФНЫХ РОБОТОВ 
НА ОСНОВЕ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ 
ПЕРЕМЕЩЕНИЙ ОСИ 
СХВАТОНОСИТЕЛЯ 
ПО ЛИНЕЙЧАТОЙ ПОВЕРХНОСТИ, 
ОГРАНИЧИВАЮЩЕЙ 
ТЕЛЕСНЫЙ УГОЛ СЕРВИСА 
Предложен алгоритм синтеза движений руки антропоморфных роботов 
по вектору скоростей при установке объектов манипулирования, заданных  
в виде прямоугольных призм в контейнер. Алгоритм позволяет осуществлять 
выход из возникающих тупиковых ситуаций при компьютерном моделиро-
вании движений. Суть метода состоит в использовании перемещений руки, 
при которых ось схватоносителя перемещается и образует с некоторым 
приближением линейчатую поверхность, задающую телесный угол сервиса.  
С этой целью предложено использовать базу данных конфигураций, зада-
ющих определенные положения центра выходного звена и осей схватоно-
сителя, совпадающих с образующими указанных линейчатых поверхностей. 
Представлены результаты расчетов промежуточных конфигураций при ком-
пьютерном моделировании движения антропоморфных роботов в организо-
ванной среде с использованием разработанного алгоритма.

Ключевые слова: механизмы манипуляторов, мгновенные состояния механиз-
мов, вектор обобщенных скоростей, линейчатые поверхности, компьютерное 
моделирование движений антропоморфных роботов, тупиковые ситуации, за-
претные зоны, синтез движений манипуляторов.

Введение. В настоящее время актуальна разра-
ботка интеллектуальных систем управления меха-
низмами рук антропоморфных роботов, способных 
заменить человека при выполнении работ, связан-
ных с оценкой рабочей сцены и принятия в соот-
ветствии с этим тех или иных решений [1–4]. При 
компьютерном моделировании движений роботов 
применяют метод, основанный на использовании 
матриц частных передаточных отношений [5–7].  
С помощью данных матриц устанавливается вза-
имосвязь скоростей выходного звена (ВЗ) и обоб-
щенных скоростей. При использовании указанного 
метода часто могут возникать тупиковые ситуации. 
Поэтому существует необходимость в модерниза-
ции указанного метода синтеза движений по век-
тору скоростей, позволяющего преодолевать тупи-
ковые ситуации при компьютерном моделировании 
движений антропоморфных роботов. 

Постановка задачи исследования. Рассмотрим 
алгоритм компьютерного моделирования движе-
ния антропоморфных роботов на примере, где не-
обходимо размещать объекты манипулирования, 
имеющие форму прямоугольных параллелепипедов, 

в контейнер заданных размеров. На рис. 1 пред-
ставлены объекты манипулирования 3 различных 
размеров, которые перемещаются по конвейеру 4. 
Данные объекты необходимо размещать в контей-
нере 5 с использованием руки антропоморфного 
робота 2. На рис. 1 приведено условное изображе-
ние руки антропоморфного робота с обозначением 
осей и поворотов во вращательных кинематических 
парах, задающих значения обобщенных координат 
q

2
 ÷ q

8
. 

Рука антропоморфного робота также может 
смещаться поступательно вдоль направляющей 1  
за счет изменения обобщенной координаты q

1
. Ки-

нематическая схема этого механизма изображена 
на рис. 2б. При автоматизированном управлении 
движением механизма руки антропоморфного ро-
бота в сложно организованном пространстве не-
обходимо обеспечивать достижимость захватом за-
данных объектов манипулирования на конвейере  
и установку их в контейнер. Заметим, что боковые 
стенки контейнера и установленные в контейнере 
объекты манипулирования (прямоугольные при-
змы) выступают в качестве запретных зон при ком-
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пьютерном управлении движением механизма руки 
(рис. 1). Решение указанной задачи при возникнове-
нии тупиковых ситуаций при автоматизированном 
синтезе движений по вектору скоростей возможно 
с помощью осуществления движения механизма 
руки, при котором ось схватоносителя описывает 
линейчатую поверхность Wd, которая приближен-
но ограничивает телесный угол сервиса. Тупиковая 

ситуация возникает, когда алгоритм синтеза дви-
жений не способен вычислить следующую проме-
жуточную конфигурацию при смещении центра ВЗ 
в следующую точку заданной траектории. После 
возникновения тупиковой ситуации компьютерное 
моделирование движения осуществляется вновь  
от ближайшей точки D

s
. При этом движении ось 

схватоносителя (оси О
12
z

12
 или О

13
z

13
, рис. 2а, б, 

перемещается по образующим линейчатой по-
верхности W

d
. Точка D

s
 находится в горизонталь-

ной плоскости R
s
, которая удалена от контейнера  

на расстояние h
s
. Расстояние h

s
 равно наибольшей 

возможной высоте объектов манипулирования. 
На рис. 1 представлена плоскость R

s
, в которой 

находится совокупность целевых точек D
s
, в ко-

торые первоначально перемещается центр ВЗ, за-
данный точкой D

1
. Совокупность точек D

s
 образует 

равномерную сеть точек в плоскости R
s
. На рисунке 

точка D
0
 задает точку, в которую смещается центр 

ВЗ при захвате объекта манипулирования. После 
захвата объекта манипулирования центр ВЗ из точ-
ки D

0
 перемещается в точку D

1
.

Плоскость R
s
 и совокупность точек D

s
 исполь-

зуются для создания базы данных множества S ко-
нечных конфигураций K

s
 (заданных значениями 

обобщенных координат q
i
) руки антропоморфного 

робота, полученных при перемещении центра ВЗ  
из точки D

1
 в соответствующие точки D

s
. При сме-

щении центра ВЗ из точки D
1
 в точку D

s
 (с исполь-

зованием перемещения по критерию минимизации 

Рис. 1. Положение объектов манипулирования, контейнера, 
конвейера и руки антропоморфного робота

б)

Рис. 2. Кинематические схемы и общий вид антропоморфных роботов: 
а) механизм руки и туловища робота AR-600E (М3-12-10-8-3-12-2-12-3-12-2-12), nm = 12, n = 5;

б) механизм руки робота (М4-1-2-12-3-12-1-12-3-12-1-2-12), nm = 13, n = 8 

а)
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объема движения [5–7]) однозначно определяются 
конечные значения обобщенных координат q

i
, зада-

ющих множество S конфигураций K
s
, количество ко-

торых равно числу точек D
s
  R

s
. База данных также 

содержит информацию о положениях множеств S
DS

 
конфигураций K

su
, задающих положения механизма 

руки, при которых ось схватоносителя находится  
на линейчатой поверхности W

d
 для каждой отдель-

ной конфигурации K
s
 множества S. Кривая l

s
 на рис. 

1 ограничивает изображение линейчатой поверхно-
сти W

d
. Положение центра ВЗ, заданного точкой D

1
, 

обеспечивается строго заданной конфигурацией K
1
. 

При создании базы данных множества S
DW

 (состоя-
щих из двенадцати конфигураций K

su
) для каждой 

отдельной точки D
s 
используется метод, основанный 

на исследовании реализаций мгновенных состояний 
механизма руки антропоморфного робота [8]. Дви-
жение оси схватоносителя, задающего угол сервиса 
(с вершиной в точке D

s
), необходимо для изменения 

исходного положения звеньев руки по отношению 
к граням боковых стенок контейнера и граням уста-
новленных объектов манипулирования с целью обе-
спечения выхода из тупиковых ситуаций.

При определении конфигураций K
su
 руки, при 

которых ось схватоносителя совпадает с образу-
ющими поверхности W

d
 и задает телесный угол 

сервиса, центр ВЗ остается в заданной точке D
s
  

с некоторым допущением. Это допущение задается 
принадлежностью центра ВЗ заданной сфере при 
реализации мгновенных состояний [8]. При этом 
радиус сферы равен заданной величине точности 
позиционирования центра ВЗ . С целью сокраще-
ния времени вычислений промежуточных конфи-
гураций (при возникновении тупиковых ситуаций) 
разработан алгоритм, при котором исключается 
итерационный поиск значения вектора обобщен-
ных скоростей (вектора приращений обобщенных 
координат за одну итерацию).

Построение движений механизмов манипуля-
торов. Рассмотрим кинематические схемы антро-
поморфных роботов, представленных на рис. 2а, б.  
На рис. 2а задана кинематическая схема шестизвен-
ного механизма руки и туловища антропоморфно-
го робота AR-600E [9]. В соответствии с методикой 
обозначения структурных моделей открытых кине-
матических цепей, принятой в работе [10], данный 
механизм имеет обозначение М3-12-10-8-3-12-2-12-
3-12-2-12. Соответственно, на рис. 2б представлен 
девятизвенный механизм руки антропоморфного 
робота (М4-1-2-12-3-12-1-12-3-12-1-2-12). 

На указанном рис. 2а, б узловые точки, задающие 
начала систем координат, связанных со звеньями 
механизма, обозначены точками О

1
, О

2
, … , О

nm
, где 

параметр nm определяет число систем координат, 
используемых при задании модели кинематической 
цепи [10]. Расстояния между узловыми точками  
на рис. 2а, б заданы длинами отрезков О

1
О

2
 = 300, 

и т.п. в миллиметрах. Известно, что совокупность 
мгновенных состояний, удовлетворяющих заданной 
точности позиционирования , определяет область 
ΩQ  ГQ в многомерном пространстве обобщенных 
скоростей Q. Где ГQ обозначена р-плоскость за-
данная линейной системой уравнений задающей 
зависимость скоростей простейших движений ВЗ 
от обобщенных скоростей q̇

i
 (верхний индекс обо-

значений Q означает исследование и задание гео-
метрических объектов ΩQ и ГQ в многомерном про-
странстве Q, а знак  определяет принадлежность). 
Указанная линейная система уравнений имеет сле-
дующий вид [5–7]:

JQ = V.                             (1)

Или в развернутом виде:

J
11
q̇

1
 + J

12
q̇

2
 + ∙ ∙ ∙ + J

1n
q̇

n
 = v

x
, 

	
…,                               (2)

J
r1
q̇

1
 + J

r2
q̇

2
 + ∙ ∙ ∙ + J

rn
q̇

n
 = ω

z
, 

				  
где J — матрица частных передаточных отношений 
размерности r×n, задающая мгновенные передаточ-
ные отношения J

11
, … , J

rn
 [7]. Параметр r задает раз-

мерность вектора V простейших движений ВЗ и для 
общего случая эта размерность равна шести V(V

x
, 

V
y
, V

z
, ω

x
, ω

y
, ω

z
) [6].

В зависимости от решаемой двигательной зада-
чи параметр r может также принимать значения, 
равные трем или пяти [6]. Q(q̇

1
, q̇

2
, …, q̇

n
) — вектор 

обобщённых скоростей, размерности n. Параметр 
n задает число обобщенных координат механиз-
ма q

1
, q

2
, … , q

n
. Область ΩQ определяется множе-

ством точек NQ, задающих допустимые мгновенные 
состояния механизма, при которых δ

d
 < δ, где δ 

определяет заданную точность позиционирования 
(при проведении вычислительных эксперимен-
тов значение этого параметра принято δ = 5 мм).  
δ

d 
— погрешность линеаризации при использовании 

системы уравнений (2) при расчете конфигураций. 
Исследованию размеров и формы областей ΩQ  для 
различных механизмов манипуляторов посвящены 
работы [11–13]. Координаты указанных точек NQ 

вычисляются по известной зависимости [10]:

 ,                  (3)

где QM — вектор, задающий точку MQ  ГQ, соответ-
ствующую критерию минимизации объёма движе-
ния [6]. Точка MQ задает центр репера, связанного 
с p-плоскостью ГQ; k

i
 — это координаты точки NQ 

в p-плоскости ГQ; m — длина единичного отрезка 
репера p-плоскости ГQ; Ql – единичные направ-
ляющие векторы осей репера; p — размерность 
p-плоскости ГQ. 

Для механизма манипулятора, представленного 
на рис. 2а, n = 5, а размерность вектора V приня-
та r = 3, что соответствует обеспечению движения 
центра ВЗ по заданной траектории с произвольной 
ориентацией ВЗ. Так как p = n – r = 2, область ΩQ 

будет определяться двумя параметрами k
1
 и k

2
. Ме-

ханизм руки антропоморфного робота, представлен-
ный на рис. 2б, имеет число обобщенных координат 
n = 8. Размерность вектора V при моделировании 
движений этого механизма манипулятора принята 
равной r = 5 (движение ВЗ обеспечивается с за-
данной ориентацией оси схватоносителя О

13
z

13
, см. 

рис. 2б). Следовательно, для этого случая, область 
ΩQ будет определяться p = n – r = 3 параметрами 
k

1
, k

2 
и k

3
. Изображения областей ΩQ для механиз-

мов, кинематические схемы которых заданы на рис. 
2а, б соответственно, представлены на рис. 3а, б. 

Положения механизмов, для которых определя-
лись области ΩQ, заданы соответственно векторами 
Lt (25°, 60°, 10°, 60°, 10°) и Lt (0 см, 91°, 0°, 181°, 0°, 
0°, 0°, 0°). Компоненты векторов Lt задают значе-
ния обобщенных координат q

i
. При вычислении по-

ложения точек NQ для двух механизмов значения 
компонент вектора V были приняты соответственно  
V (V

x
= 0, V

y
 = 0, V

z
 = – 5 мм/с) и V (V

x
= 0,  

  p

i liMN QmkQ Q
1  

    max
0

// qnqqn n

i itswik Δ  
 

maxqΔ  
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V
y
 = 0, V

z
 = – 5 мм/с, ω

x
 = 0, ω

y
 = 0). Эти значе-

ния позволяют осуществлять перемещение центра 
ВЗ по направлению оси O

0
z

0
 (рис. 2а, б). На рис. 3б 

область ΩQ обозначена проекциями ΩQ
1
, ΩQ

2
 и ΩQ

3
. 

При итерационном поиске конфигураций,  
не пересекающих запретные зоны, могут быть 
определены такие положения механизма руки, ко-
торые определяются точками NQ, которые на рис. 
2б изображены внутри окружностей. Данные точ-
ки целесообразно исключить при синтезе малых 
движений. При использовании значений вектора Q 
(определяющего положения этих точек) возникают 
значительные скачки изменений обобщенных ко-
ординат, что может способствовать возникновению 
тупиковых ситуаций. 

В настоящей работе предложен метод решения 
указанной проблемы при поиске промежуточных 
конфигураций, когда возникают ситуации пере-
сечения исполнительного механизма с запретны-
ми зонами. Суть метода состоит в использовании 
перемещений осей О

12
z

12
 и О

13
z

13
, при которых дан-

ные оси движутся по линейчатым поверхностям 
W

d
, приближенно ограничивающим телесный угол 

сервиса с вершинами в точках D
s
. После возник-

новения тупиковых ситуаций начальное положение 
манипулятора выбирается такое, когда центр ВЗ со-
впадает с одной из точек D

s
. Далее осуществляется 

синтез движений, при котором оси О
12
z

12
 и О

13
z

13 

движутся по линейчатым поверхностям W
d
 до тех 

пор, пока проекции узловых точек механизма О
11 

или О
12
 (задающие соответственно звенья О

11 
О

12
 и 

О
12
О

13
, см. рис. 2а, б) будут удалены на заданные  

расстояния l
g
 от проекций боковых стенок контей-

нера или объектов манипулирования g
3
 и т. п. (рис. 

4). Расстояния l
g
 определяют во взаимосвязи с по-

ложением и размерами объектов манипулирования 
и положения боковых стенок контейнера. Заметим, 
что задачи определения телесных углов сервиса ра-
нее решались в работах [14–16].

Для обеспечения указанных движений осей 
О

12
z

12
 и О

13
z

13
 необходимо создание базы данных,  

в которой хранится информация для определенно-
го множества конфигураций S, заданных значени-
ями векторов Ls, при которых центр ВЗ совпадает  
с различными точками D

s
  R

s
. В базе данных так-

же содержится информация о множествах S
DW

 кон-
фигураций Lsw, для которых оси О

12
z

12
 и О

13
z

13 
яв-

ляются образующими линейчатой поверхности W
d
, 

ограничивающей телесный угол сервиса. На рис. 4 
представлен синтез движения механизма руки ан-
тропоморфного робота AR-600E для случая, когда 
центр ВЗ совпадает с одной из точек D

s
 и ось О

12
z

12
 

перемещается по линейчатой поверхности W
d
. Син-

тез движений осуществляется до положения меха-
низма, при котором узловая точка механизма О

11
 

смещается в сторону следа профильной проециру-
ющей плоскости g

3
 до тех пор, пока не займет про-

тивоположное положение. При этом след профиль-
ной проецирующей плоскости g

3
 располагается  

на расстоянии l
g
 от боковой соседней грани призмы 

(объекта манипулирования). На рис. 4 проекции 
точки О

11
 обозначены О2

11
 и О3

11
. 

После осуществления указанного перемещения 
оси О

12
z

12
 по линейчатой поверхности W

d
 и опреде-

ления конечной конфигурации, удовлетворяющей 
указанным требованиям, вновь осуществляется 
синтез движений, при котором центр ВЗ смеща-
ется по вертикальной траектории движения l (l

2
, 

l
3
) до целевой точки D

ц
 (D

ц
2, D

ц
3). Алгоритм синте-

за движений с преодолением тупиковых ситуаций  
и использования линейчатых поверхностей W

d
 

представлен на рис. 5. 

Рис. 3. Изображения областей ΩQ  ГQ: 
а) для антропоморфного робота AR-600E при n = 5 
и р = 2 для конфигураций Lt (25°, 60°, 10°, 60°, 10°);

б) для антропоморфного робота при n = 8 и р = 3 для конфигураций Lt  
(0 см, 91°, 0°, 181°, 0°, 0°, 0°, 0°)

Рис. 4. Изменение положения и ориентации оси О
12
z

12 

робота М3-12-10-8-3-12-2-12-3-12-2-12 по отношению  
к боковым граням контейнера и граням объектов 
манипулирования с использованием перемещения 

данной оси по линейчатой поверхности Wd 
для начальной конфигурации 
Lt (25°, 20°, – 65°, 25°, – 65°) 
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На рис. 5 приняты следующие обозначения:  
1 — задание информации о начальном положении ме-
ханизма руки, модели кинематической цепи (q

1 
÷ q

n
,  

nm, n
kod

, l
i
, r, n, где n

kod
  — коды преобразований си-

стем координат [10]), задание последовательности 
целевых точек движения центра ВЗ (D

1
, D

s
, D

ц
, рис. 

1, рис. 5, рис. 6), задание значений k
i
max (максималь-

ных значений параметров k
i
max, рис. 3а, б), m = 3; 

2 — вычисление вектора Q, обеспечивающего на-
правление движения центра ВЗ к целевым точкам 
(D

1
, D

s
, D

ц
); 3 — все значения вектора Q использо-

ваны k
i
 > k

i
max; 4 — реализация значений вектора Q 

и вычисление следующей конфигурации (q
1
 = q

1
 + 

+q
1
, … , q

n
 = q

n
 + q

n
, при этом принято допуще-

ние q̇
1
   q

1
, q̇

2
  q

2
   …, q̇

n
  q

n
), k

s
 = 0 (k

s
 — номер 

образующей линейчатой поверхности W
d
 в базе 

данных); 5 — расчетная конфигурация пересекает 
запретные зоны или не удовлетворяет предельным 
значениям обобщенных координат; 6 — изменение 
значений параметров k

i
 (k

i
 = k

i
+ 1); 7 — целевая 

точка D
ц
 достигнута; 8 — k

i
 = 0; 9 — вычисление 

матрицы J и вектора V; 10 — возврат к синтезу 
движения от точки D

s
 (определение ближайшей 

конфигурации Ls и горизонтальной проекции точ-
ки D

s
, имеющей минимальное расстояние от гори-

зонтальной проекции центра ВЗ (точек О
12
 или О

13
),  

в которой произошла тупиковая ситуация, k
s
 = 1;  

11 — определение в соответствии с базой данных 
для положения руки Ls конфигурации Lsw,  задаю-
щей положение осей О

12
z

12
 и О

13
z

13
, совпадающих  

с положением k
s
-ой образующей линейчатой по-

верхности W
d
; 12 — определение значения векто-

ра Qw (q
1
 = (q

1
 – q

1tsw
)/n

k
, q

2
 = (q

2
 – q

2tsw
)/n

k
 

и т. п.), при котором обеспечен синтез движения 
осей О

12
z

12
 и О

13
z

13
 (конфигурации Lsw) до совмеще-

ния с k
s
-ой образующей линейчатой поверхности 

W
d
. Где 

  p

i liMN QmkQ Q
1  

    max
0

// qnqqn n

i itswik Δ  
 

maxqΔ  

 

 (

  p

i liMN QmkQ Q
1  

    max
0

// qnqqn n

i itswik Δ  
 

maxqΔ  

 

 — 
заданное максимальное приращение обобщенной 
координаты за одну итерацию при движении осей 
О

12
z

12
 и О

13
z

13
 по поверхности W

d
). q

itsw
 — значения 

обобщенных координат механизма, задающие кон-
фигурацию и k

s
-ую образующую поверхности W

d
. 

Реализация значений вектора Qw и вычисление сле-
дующей конфигурации (q

1
 = q

1
 +  q

1
, … , q

n
 = 

= q
n 
+ q

n
) значения векторов Qw позволяют по-

следовательно перемещать оси О
12
z

12
 и О

13
z

13
 в k

s
-ое 

положение образующей линейчатой поверхности 
W

d
, ограничивающей телесный угол сервиса (при 

этом используется база данных значений векторов 
Lsw); 13 — проекции точек О2

12
, О2

13
, О3

12
 и О3

13
, удов-

летворяющие заданным требованиям (положение 
относительно g

3
); 14 — k

s
 > k

s
max (построены все 

положения образующих линейчатой поверхности 
W

d
 текущей конфигурации Ls); 15 — k

s
 = k

s
 + 1;  

16 — k
s
 = 0; 16 — целевая точка не может быть 

достигнута; 17 — вывод значений обобщенных ко-
ординат, определяющих промежуточные конфигу-
рации, позволяющие достигнуть целевую точку.

Результаты экспериментов. На рис. 6 на фрон-
тальной и профильной плоскостях проекций пред-
ставлен фрагмент синтеза движений руки антропо-
морфного робота, кинематическая схема которого 
представлена на рис. 2б. На рис. 6 изображения 
проекций объектов манипулирования обозначе-
ны 32 и 33. Соответственно изображения проек-
ций точек О

1
, D

ц
 и контейнера 5 обозначены О2

1
, 

О3
1
,  D2

ц
, D3

ц
, 52 и 53. При решении тестовой задачи 

были приняты следующие размеры геометрических  
объектов — размеры контейнера (соответственно 
длина, ширина и высота в миллиметрах) 500325200, 
размеры объектов манипулирования 21011085 —  
4 шт. и 1105050 — 4 шт. Компьютерное моде-
лирование движения руки позволило определить, 
что при значениях l

kx
 = 0, l

ky
 = –140, l

kz
 = –200  

и l
mx

 = –50, l
my

 = –380 и l
mz

 =330 рука антро-
поморфного робота может обеспечить установку 
заданных объектов манипулирования внутри кон-
тейнера.

Выполнить анализ результатов компьютерного 
моделирования. 

Основные результаты и выводы. Результаты 
компьютерного моделирования движения антропо-
морфных роботов с использованием разработанно-
го алгоритма показали возможность преодолевать 
тупиковые ситуации. Создание и использование 
базы данных конфигураций, задающих образую-
щие линейчатых поверхностей, образующих теле-
сные углы сервиса, позволяет сократить время 
вычислений тестовых заданий, связанных с уста-
новкой объектов манипулирования в контейнер. 
Проведенные исследования могут быть использова-
ны при разработке информационно-управляющих 
комплексов подвижных объектов, в частности при 
разработке интеллектуальных систем управления, 
автономно функционирующих роботов в организо-
ванных средах.

Рис. 5. Алгоритм вычисления промежуточных 
конфигураций с преодолением 

тупиковых ситуаций

Рис. 6. Результат фрагмента компьютерного
 моделирования движения руки а

нтропоморфного робота 
М4-1-2-12-3-12-1-12-3-12-1-2-12 на фронтальной 

и профильной плоскостях проекций 
при установке объекта манипулирования в контейнер
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В работе проводится анализ напряженного состояния системы шток порш-
ня — поршень одноступенчатого длинноходового поршневого компрессора. 
Данные компрессоры применяются для изменения давления сжатого газа  
от нормального атмосферного давления (760 мм рт. ст. = 0,101 МПа) до дав-
ления нагнетания (2–10 МПа). Определены критерии расчета штока поршня  
с точки зрения его динамики с учетом частоты собственных колебаний штока 
поршня. Сделаны выводы и приведены практические рекомендации, которые 
можно использовать в процессе проектирования данных компрессорных сту-
пеней.

Ключевые слова: одноступенчатый длинноходовый поршневой компрессор, 
потеря устойчивости сжатых стержней, резонанс, критическая сила сжатия 
Эйлера, политропный процесс, частота свободных колебаний штока, частота 
вынужденных колебаний штока.

Введение. В настоящее время в различных от-
раслях промышленности широко применяются га-
зовые компрессоры различных конструкций. Одной 
из таких схем является конструкция поршневого 
компрессора, предназначенного для получения сжа-
того воздуха или иного газа. Как правило, данный 
тип компрессора имеет несколько ступеней сжатия 
для получения воздуха высокого давления [1]. 

Для мобильных транспортных средств, напри-
мер судов, требуются более компактные компрес-
соры. Практика показала, что особенный интерес 
представляют поршневые длинноходовые ком-
прессоры. Данные конструкции интересны тем, 
что они имеют только одну ступень сжатия. При 
этом обеспечивается повышение давления от нор-
мального (760 мм рт. ст. = 0,101 МПа) до конечно-
го (2–10 МПа). Как показано в работе [2], к длин-
ноходовым относят одноступенчатые поршневые 
компрессоры с относительной длиной цилиндра  
ψ = L/D

c
 > 10. Для соблюдения теплового ре-

жима данные компрессоры делают тихоходны-
ми T > 2c. Пример такого компрессора приведен  
на рис. 1. Обозначения физических величин, при-
нятые в данной статье, приведены в табл. 1. Раз-
личным вопросам, связанным с проектированием  
и применением на практике длинноходовых тихо-
ходных поршневых компрессоров, посвящены ра-
боты [3–7]. 

Кроме вопросов, связанных с термодинамикой  
и теплопередачей при получении сжатых газов, не-
обходимо решать важные задачи по расчету кон-
струкции данных компрессоров на прочность, 

жесткость, колебания и т.д. Данные задачи рассма-
триваются в фундаментальных работах [8–11]. 

Рассматриваемый компрессор состоит из не-
скольких узлов и деталей. Обратим внимание  
на прочностной расчет поршня компрессора и его 
штока, изготовленных совместно как единая деталь. 
В работе [12] рассматривалась методика расчета 
данной детали с точки зрения статической прочно-
сти и устойчивости. Однако несомненный интерес 
представляют динамические расчеты с учетом ча-
стоты собственных колебаний штока поршня. 

Постановка задачи. Как было указано выше,  
в настоящее время длинноходовые поршневые 
компрессоры для мобильных средств изготовляют 
тихоходными для соблюдения теплового режима. 
Это означает, что данные компрессоры формируют 
малый расход газа высокого давления. При созда-
нии новых перспективных быстроходных моделей 
таких компрессоров и, соответственно, эффектив-
ном решении задач охлаждения узлов и деталей 
данных машин, возникает задача расчета динами-
ческой прочности их наиболее нагруженных узлов 
и, в частности, системы шток поршня — поршень. 
Решению данного вопроса посвящена данная пу-
бликация. 

На рис. 2 представлен испытательный стенд 
длинноходового тихоходного поршневого компрес-
сора [5]. Принципиальная схема рабочего цилиндра 
компрессора приведена на рис. 3 [12]. 

В начальный момент времени t = 0 поршень 
компрессора занимает положение 2, при этом шток 
поршня на всю свою длину выходит наружу через 
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отверстие в левой торцевой стенке цилиндра. В дан-
ный момент времени давление газа в камере ци-
линдра составляет P

min
 МПа. В следующий момент 

времени шток поршня и сам поршень начинают 
движение вправо, сжимая газ. В конце первой по-
ловины рабочего цикла поршень занимает положе-
ние 2a. В результате этого давление газа в камере 
увеличивается до P

max
 МПа и сжатый газ через от-

крытый клапан уходит в ресивер. Далее во вторую 
половину рабочего цикла поршень перемещается  
до крайнего левого положения, создавая разряже-
ние в камере цилиндра для его заполнения газом  
с давлением P

min
 МПа. 

На основе рис. 3 составим схему прочностного 
расчета штока поршня на прочность и устойчивость, 
рис. 4. В реальной конструкции корпус компрес-
сора неподвижен, а перемещается шток поршня 
вместе с поршнем. В расчетной схеме поступим 
наоборот. Шток поршня и поршень неподвижны, а 
перемещается корпус компрессора. Иными слова-
ми, в начальный момент времени t = 0 опора штока 
поршня совпадает с отверстием в правой торцевой 
стенке цилиндра — точка C совмещается с точкой 
В, расположенной в месте соединения поршня и его 
штока. Текущая координата по оси z равна z = a = l. 

В конце первой половины рабочего цикла подвиж-
ная опора — точка C совпадает с другим концом 
штока поршня — точкой А. Текущая координата  
по оси z будет равна z = a = 0. В конце второй 
половины рабочего периода текущая координата  
по оси z возвращается к положению z = a = l.

Рис. 1. Принципиальная модель тихоходной компрессорной 
ступени: 1 — цилиндр, 2 — поршень-шток, 

3 — поршневые уплотнения, 4 — всасывающий клапан, 
5 — нагнетательный клапан, 6, 7 — опоры, 

8 — монтажные шпильки, 9 — клапанная плита [2]

Таблица 1

Обозначения в формулах

Сим- 
волы

Описание
Размер-
ность

ψ Относительная длина поршневого 
цилиндра

м

S
p

Рабочий ход поршня м

D
c

Внутренний диаметр цилиндра ступени м

T Время рабочего цикла компрессора м

D
r

Диаметр штока поршня компрессора м

L
c

Длина цилиндра компрессора м

H
p

Длина поршня м

l Длина штока поршня м

a(t)
Текущая длина штока поршня внутри 
цилиндра ступени

м

P
max

Максимальное давление газа 
в рабочей камере компрессора

Па

P
min

Минимальное давление газа 
в рабочей камере компрессора

Па

F
p

Сила давления сжатого газа Н

k Показатель политропы

V(t)
Текущий объем рабочей камеры 
компрессора

м3

V
max

Максимальный объем рабочей камеры 
компрессора. Начало первой половины 
периода

м3

a
max

Максимальное перемещение поршня 
в цилиндре

м

a
min

Минимальное перемещение поршня 
в цилиндре

м

t Текущее время с

ω Угловая частота перемещения поршня 
в цилиндре

F
kr

Критическая сила, при которой шток 
поршня теряет свою устойчивость

Н

E Модуль Юнга материала штока поршня МПа

J
min

Минимальный момент инерции сечения 
штока поршня

м4

ν Коэффициент приведения длины для 
условий закрепления штока поршня

R
Коэффициент детерминации. 
Максимальное значение — 1

S
Площадь поперечного сечения штока 
поршня

м2

u
Продольное перемещение текущего 
сечения штока поршня при его 
колебаниях

м

m Масса поршня кг

ρ Плотность материала поршня 
и штока поршня

кг/м3

Рис. 2. Действующая модель длинноходового компрессора: 
1 — силовой гидроцилиндр, 2 — ступень поршневого

 компрессора, 3 — ресивер, 4 — циркуляционный насос 
системы охлаждения, 5 — бак охлаждающей жидкости, 
6 — система контроля положения поршня, 7 — система 

контроля параметров сжатого газа [5]
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Сжатый в рабочей ступени газ формирует силу 
F

p
, действующую на поршень и его шток. С про-

тивоположной стороны штока действует сила F 
формируемая приводом компрессора. Примем, что  
в каждый момент времени t данные силы равны  
F = F

p
. Иными словами, на основании первого за-

кона Ньютона прямоугольная система координат, 
применяемая на рис. 4, является инерциальной  
и поршень совместно со штоком находятся либо 
в состоянии покоя, либо совершают равномерное 
прямолинейное движение. В рассматриваемом слу-
чае поршень и его шток находятся в состоянии  
покоя. 

Выражение для описания рабочего политропно-
го процесса сжатия газа в тихоходной ступени при-
ведено ниже.

PVk = const.                      (1)

В работе [13] проведено исследование показате-
лей политропы для рабочих процессов воздушных 
поршневых тихоходных длинноходовых компрес-
сорных ступеней. Для условия P

max
 ≤ 5 МПа –  

–k ≈ 1,05, при P
max

 = 5–10 МПа – k ≈ 1,1. 
В ходе своей работы поршень компрессора со-

вершает возвратно-поступательные движения.  
В первую половину рабочего цикла движение порш-
ня создает разряжение в рабочей зоне компрессо-
ра, за счет чего газ заполняет ее. 

Во вторую половину периода рабочего цикла 
поршень сжимает газ, создавая его избыточное дав-
ление, рис. 4. Для данного этапа на основании вы-
ражения (1) запишем.

 
,                      (2)

                                    , b = l – a,         (3)

 .             (4)

Величина перемещения штока поршня и самого 
поршня b(t) определяется законом движения рабо-
чего органа силового привода компрессора. Примем 
допущение, что поршень совершает гармонические 
колебания (5).

.            (5)

Тогда изменение величины давления P(t) в рабо-
чей камере компрессора в первой половине пери- 
ода будет определять выражение (6).

 .    (6)

Величина силы сжатия в первой половине пе-
риода будет определяться следующим выражением:

 

.                           (7)

С учетом выражения ω = 2π/T изменим выра-
жение (7)

 .                          (8)

Выражение (8) по своей сути описывает «газо-
вую пружину», которая является аналогом обычной 
механической пружины, действующей в колеба-
тельной механической системе, где значения силы 
сжатия зависят от перемещений поршня компрес-
сора.

В реальной конструкции поршневого компрес-
сора на величину давления сжатого газа оказывают 
воздействия многие факторы. Например, величина 
настройки выпускных и впускных клапанов, темпе-
ратурный режим компрессора и т.д. Графические 
зависимости значений давления в рабочей каме-
ре компрессора от времени приведены в работах  
[5, 13]. 

В данной работе рассматривается задача опре-
деления критической силы, вызывающей потерю 
устойчивости штока поршня поршневых длиннохо-
довых компрессорных ступеней. Так как выраже-

Рис. 3. Принципиальная схема расчета штока поршня 
на прочность и устойчивость: 1 — цилиндр компрессора, 

2 — поршень (начальное положение поршня), 
2a — поршень (конечное положение поршня), 
3 — шток поршня, 4 — уплотнение поршня, 

5 — всасывающий клапан, 6 — нагнетательный клапан [12]

Рис. 4. Схема расчета штока поршня 
на прочность и устойчивость. Первая половина периода 

(прямой ход поршня)
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ние (8) дает завышенные значения силы, действу-
ющей на шток поршня, по сравнению с реальными 
величинами этой силы, то применим данное выра-
жение для расчета критической силы F

kr
. Иными 

словами, мы принимаем во внимание коэффициент 
запаса прочности.

Наиболее полным и универсальным методом ис-
следования устойчивости механической системы 
является динамический метод, который анализи-
рует свойства возмущенного движения элементов 
данной системы. Если при этом движении возму-
щенная система возвращается в равновесное состо-
яние, то она устойчива, и наоборот.

В нашем случае на процесс формирования дав-
ления сжатого газа воздействует значительное ко-
личество нелинейных и разнородных физических 
и конструкционных факторов. Поэтому исходные 
дифференциальные уравнения оказываются слиш-
ком сложными для решения. В связи с этим вос-
пользуемся статическим методом Эйлера, который 
отвечает на вопрос: при какой нагрузке возникают 
смежные формы равновесия штока поршня, отли-
чающиеся от прямолинейной формы?

Теория. В работе [14] опубликованы расчетные 
параметры для определения критической нагрузки 
центрально сжатых стержней по формуле Эйлера, 
выражение (9). 

 .                       (9)

Расчетная схема исследуемого штока поршня  
и условия его нагружения и закрепления приведе-
ны на рис. 4. В табл. 2 приведены значения коэффи-
циента приведения ν в зависимости от соотношения 
текущей длины штока a к его полной длине l. 

На основании расчетных схем, приведенных  
на рис. 3 и 4, запишем выражение (10).

 .     (10)

Преобразуем дискретные данные, приведенные 
в табл. 2 в интерполяционную функцию зависимо-
сти значения коэффициента приведения ν от соот-
ношения текущей длины штока a к его полной дли-
не l, выражение (11), [15].
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, R = 0,974.    (11)

Подставим выражения (10) и (11) в уравнение 
(9).
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Таблица 2

Значения коэффициента приведения ν в зависимости от соотношения текущей длины штока a к его полной длине l

a(t)/l 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

ν 0,499 0,463 0,426 0,392 0,362 0,35 0,362 0,391 0,426 0,463 0,499
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.                          (12)

Далее необходимо провести сравнение выраже-
ний (8) и (12) для недопущения формирования кри-
тической нагрузки, действующей на шток поршня. 
Ниже будет приведен пример данного расчета. 

Кроме расчетов штока поршневого компрессо-
ра на устойчивость также необходимо проверить 
исследуемую колебательную систему на резонанс.  
За расчетную схему колебательной системы выбе-
рем рис. 3 и 4. Примем, что поршень 2 (2а) совер-
шает колебательное движение. Справа на поршень 
действует сила F

p
(t), изменяющаяся во времени  

по закону, определяемому выражением (8). Слева 
с поршнем взаимодействует сила упругости штока 
поршня 3. Примем допущение, что поперечные се-
чения штока поршня остаются плоскими, при этом 
частицы стержня перемещаются только в продоль-
ном направлении вдоль оси z. 

Примем, что u является продольным перемеще-
нием текущего сечения штока при его колебаниях 
и u является функцией двух переменных — коор-
динаты z и текущего времени t, u = u(z,t). Переме-
щение бесконечно близкого поперечного сечения 
штока будет равно u + (∂u/∂z)dz, а относительное 
удлинение — ε = ∂u/∂z. 

Для составления дифференциального уравне-
ния движения поршня воспользуемся рис. 4. Тогда  

с учетом направления оси z на рис. 4 можно за-
писать следующее дифференциальное уравнение 
движения поршня 3: 

 .              (13)

Произведение ES является жесткостью стержня 
при его растяжении или сжатии. Преобразуем вы-
ражение (13): 

 .               (14)

Решение выражения (14) следует искать в виде 
суммы решений уравнения свободных колеба-
ний штока поршня с учетом массы поршня, рас-
положенной на правом конце штока — F

p
(t) = 0,  

и частного решения вынужденных колебаний што-
ка с учетом силы F

p
(t).

Уравнение свободных продольных колебаний 
прямолинейного стержня описывается следующим 
выражением [11]:

   .                (15)

 2
min

2

l

EJ
Fkr



π

 

  




















 






  1

2
2sin1

2

1
1 min ππ

T

t

l

a
lta  

547,107,1
)(

sin184,1 





 
l

ta
 

2

min

min
2

547,107,11
2

2sin1
2

1
1sin184,1 











































 





 







 




l
Т

t

l

a

EJ
Fkr  

 
2

2

02

2

t

u
mtFdz

z

u
ES p









 

 
2

2

0
2

2

0 t

u

m

tF
dz

z

u

m

ES p









 

2

2

2

2
2

t

u

z

u
c








,   



E

c2  

  
 

  
 tTt

tT

zZz

zZ
c

11
2

2

2

2
2









 

  
 

2

2

2
2 1

p
zZz

zZ
c 




,   

  
 

2

2

2 1
p

tTt

tT





 

     02

2

2





tTp

t

tT
 

     0
2

2

2

2





zZ

c

p

z

zZ
 

  












 z

c

p
Dz

c

p
СzZ cossin  

   
z

zZ
ESzZpm




2

0  











































z
c

p

c

p
Dz

c

p

c

p
СES

z
c

p
Dz

c

p
Сpm

sincos

cossin2
0

 

 2
min

2

l

EJ
Fkr



π

 

  




















 






  1

2
2sin1

2

1
1 min ππ

T

t

l

a
lta  

547,107,1
)(

sin184,1 





 
l

ta
 

2

min

min
2

547,107,11
2

2sin1
2

1
1sin184,1 











































 





 







 




l
Т

t

l

a

EJ
Fkr  

 
2

2

02

2

t

u
mtFdz

z

u
ES p









 

 
2

2

0
2

2

0 t

u

m

tF
dz

z

u

m

ES p









 

2

2

2

2
2

t

u

z

u
c








,   



E

c2  

  
 

  
 tTt

tT

zZz

zZ
c

11
2

2

2

2
2









 

  
 

2

2

2
2 1

p
zZz

zZ
c 




,   

  
 

2

2

2 1
p

tTt

tT





 

     02

2

2





tTp

t

tT
 

     0
2

2

2

2





zZ

c

p

z

zZ
 

  












 z

c

p
Dz

c

p
СzZ cossin  

   
z

zZ
ESzZpm




2

0  











































z
c

p

c

p
Dz

c

p

c

p
СES

z
c

p
Dz

c

p
Сpm

sincos

cossin2
0

 

 2
min

2

l

EJ
Fkr



π

 

  




















 






  1

2
2sin1

2

1
1 min ππ

T

t

l

a
lta  

547,107,1
)(

sin184,1 





 
l

ta
 

2

min

min
2

547,107,11
2

2sin1
2

1
1sin184,1 











































 





 







 




l
Т

t

l

a

EJ
Fkr  

 
2

2

02

2

t

u
mtFdz

z

u
ES p









 

 
2

2

0
2

2

0 t

u

m

tF
dz

z

u

m

ES p









 

2

2

2

2
2

t

u

z

u
c








,   



E

c2  

  
 

  
 tTt

tT

zZz

zZ
c

11
2

2

2

2
2









 

  
 

2

2

2
2 1

p
zZz

zZ
c 




,   

  
 

2

2

2 1
p

tTt

tT





 

     02

2

2





tTp

t

tT
 

     0
2

2

2

2





zZ

c

p

z

zZ
 

  












 z

c

p
Dz

c

p
СzZ cossin  

   
z

zZ
ESzZpm




2

0  











































z
c

p

c

p
Dz

c

p

c

p
СES

z
c

p
Dz

c

p
Сpm

sincos

cossin2
0

 



М
А

Ш
И

Н
О

С
ТР

О
ЕН

И
Е 

 
О

М
С

К
И

Й
 Н

А
У

Ч
Н

Ы
Й

 В
ЕС

ТН
И

К
 №

 3
  (

19
1)

 2
02

4

26

На основании метода Фурье решение выраже-
ния (15) можно найти в виде функции перемещения 
u, которое представляет произведения двух функ-
ций. Первая функция зависит только от аргумента 
z (перемещение), вторая — только от аргумента t 
(время).

u = Z(z)T(t).                    (16)

Подставим выражение (16) в (15) и преобразуем:

 .           (17)

Введем следующие обозначения:

 ,   (18)

Тогда следуют два выражения: 

 .                (19)

 .                (20)

Как известно, решением уравнения (19) будет 
следующее выражение:

T(t) = Asin(pt + α).                 (21)

Из выражения (21) видно, что неизвестная ве-
личина p является частотой свободных колебаний 
системы поршень–шток поршня. 

Решением уравнения (20) будет:

 .          (22)

Выражение (22) определяет собственную форму 
свободных колебаний системы шток поршня–пор-
шень. Количество собственных частот p

i
 неограни-

ченно. На практике наиболее вероятной является 
первая собственная частота p

1
. Для определения ча-

стот собственных колебаний и величин постоянных 
интегрирования рассмотрим граничные условия, 
рис. 4. Закрепленный конец стержня в точке A. При   
перемещение u равно нулю, Z(0) = 0.

Перемещение стержня в точке B. На правом 
конце стержня закреплен поршень с сосредоточен-
ной массой m

0
. При z = l следует следующее урав- 

нение.

 .                 (23)

Подставим выражение (22) в (23). 

 .        (24)

При условии  z=0 получим величину постоян-
ной интегрирования D = 0. С учетом полученного 
результата и z = l преобразуем выражение (24): 

 ,        (25)

 .                    (26)

Формы собственных колебаний для рассма-
триваемой схемы закрепления стержня с грузом  
на правом конце (система поршень–шток поршня) 
определяется следующим выражением: 

 .                      (27)

В нашем случае будет выражение (28):

 .                       (28)

Вычисление частоты свободных колебаний си-
стемы поршень–шток поршня p проведем ниже. 

Расчет вынужденных колебаний системы шток 
поршня–поршень проведем по следующему урав-
нению: 

 .                 (29)

С учетом выражения (7) и sin(ωt – π/2) =  
=–cos(ωt) получим следующее выражение:
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Таблица 3

Физические характеристики расчетных величин для проведения расчетов системы 
шток поршня–поршень на устойчивость и резонанс

Параметр Величина параметра Параметр Величина параметра

P
min

0,1 МПа D
c

50 мм

H
p

75 мм l 895 мм

a
min

5 мм a
max

890 мм

L
c

1000 мм k 1,1

E 2∙105 МПа D
r

25 мм

J
min

м4 Δ 1,39 мм

d
r

22,22 мм σ 200 МПа

ρ 7850 кг/м3 P
klapan

3,0 МПа
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.     (30)

Решением данного дифференциального уравне-
ния примем функцию T(t) = Bcos(ωt). Решением 
уравнения (30) является следующее выражение:

 .            (31)

Рис. 5а. График теоретически возможной зависимости силы, 
действующей на шток поршня, от времени при расчете  
штока поршня на потерю устойчивости. Fp(j) — сила, 

действующая на поршень, со стороны сжатого газа согласно 
выражению (8). Вычисляется на основе политропного 

процесса сжатия газа в рабочей зоне компрессора

Рис. 5б. Графики зависимости сил, действующих на шток 
поршня, от времени при расчете штока поршня 

на потерю устойчивости. Fkr(j) — критическая сила Эйлера 
(при условии, что поперечное сечение штока поршня — 

сплошной круг); Fkr1(j) — критическая сила Эйлера 
(при условии, что поперечное сечение штока поршня — 

труба); Fklap(j) — сила действующая на поршень, 
со стороны сжатого газа (при давлении открытия 

нагнетательного клапана); Fσ2
(j) — предельная сила сжатия 

при расчете штока поршня на прочность (при условии, 
что поперечное сечение штока — труба)
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Рис. 6. Графики зависимости сил, действующих на шток 
поршня, от времени при расчете штока поршня, 

на потерю устойчивости при открытии нагнетательного 
клапана. Шток поршня — сплошной стержень. Давление 
настройки открытия нагнетательного клапана — 3 МПа. 

Fp(j) — сила действующая на поршень, со стороны сжатого 
газа; Fkr(j) — критическая сила Эйлера (при условии, 

что поперечное сечение штока поршня — сплошной круг); 
Fklap(j) — сила, действующая на поршень, 
со стороны сжатого газа (при давлении 

открытия нагнетательного клапана)

Рис. 7. Графики зависимости сил, действующих на шток 
поршня от времени при расчете штока поршня на потерю 

устойчивости при открытии нагнетательного клапана. Шток 
поршня — труба. Давление настройки открытия 
нагнетательного клапана — 1,6 МПа. Fp(j) — сила 

действующая на поршень, со стороны сжатого газа; 
Fkr1(j) — критическая сила Эйлера (при условии, что 

поперечное сечение штока поршня — труба); Fklap(j) — сила 
действующая на поршень, со стороны сжатого газа 
(при давлении открытия нагнетательного клапана)
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Результаты теоретических и практических ис-
следований. Проведем расчеты исследуемой кон-
струкции штока длинноходового поршневого ком-
прессора с помощью вышеприведенных уравнений. 
Численные значения использованных физических 
величин приведены в табл. 3. На рис. 5а и 5б при-
ведены графики теоретической зависимости сил, 
действующих на шток поршня, от времени при 
расчете штока поршня на устойчивость. Моменты 
инерции и предельные силы сжатия штока поршня 
определялись по известным формулам сопротивле-
ния материалов. На рис. 5а приведен теоретический 
график зависимости силы F

p
(t) от времени, получен-

ный на основе выражения (1) и (8). Он необходим 
для определения максимальной возможной силы, 
действующей со стороны сжатого газа на поршень, 
которая в конечном счете может вызвать потерю 
устойчивости штока поршня. Максимальную вели-
чину данной силы F

p
(t) необходимо использовать 

для расчетов на прочность и устойчивость. На прак-
тике максимум данной силы будет определяться 
величиной настройки нагнетательного клапана ком-
прессорной ступени, рис. 6 и 7. 

Для расчета собственных колебаний штока 
поршня применим выражение (26). Решая дан-
ное выражение численно, получим следующий 
результат: первая (самая низкая) угловая частота 
колебаний штока поршня; т.е. число колебаний, 
совершаемое в течение 2π секунд, составит p =  
=4048 рад/с. Секундная частота (число колебаний 
в секунду) составит f

p
 = 644 Гц. Период свободных 

колебаний будет равен T = 0,0016 c. 
Для вынужденных колебаний штока поршня 

аналогичные величины примут следующие значе-
ния: период вынужденных колебаний — T = 4 с; 
секундная частота — fω = 0,25 Гц; угловая часто- 
та — ω = 1,571 рад/с. 

Таким образом, рабочие режимы поршнево-
го длинноходового компрессора не могут вызвать 
резонанс штока поршня при его существующих 
размерах. На рис. 8 приведен график зависимости 
изменения относительной длины штока поршня  
от времени в течение периода T. Максимальное из-

менение длины штока поршня Δl, т.е. его укороче-
ние будет происходить в середине периода, и его 
величина составит 0,378 мм. Для целей проекти-
рования длинноходового поршневого компрессора 
данное изменение длины штока целесообразно вы-
разить в виде отношения изменения длины штока  

к его первоначальной длине — 
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, рис. 8. 

На рис. 6 и 7 приведены графики зависимости 
сил, действующих на шток поршня, при расчете 
штока на потерю устойчивости для различных ва-
риантов изготовления штока. 

Выводы и заключение
1.  Для исследуемой конструкции длинноходово-

го поршневого компрессора необходимо в первую 
очередь проводить проверочные прочностные рас-
четы на потерю устойчивости для штока поршнево-
го компрессора. 

2.  Частота свободных колебаний системы шток 
поршня–поршень значительно превышает частоту 
вынужденных колебаний при имеющихся параме-
трах работы исследуемого компрессора. Таким об-
разом, можно сделать вывод: резонанс штока порш-
ня для длинноходового поршневого компрессора  
не наблюдается. 

3.  При проведении проектировочного расчета 
штока поршня необходимо в качестве нагрузки, 
действующей на поршень компрессора со стороны 
сжатого газа, использовать максимальную величину 
силы F

p
(t), рассчитанную по формуле (8) — рис. 5а. 

Данное выражение показывает теоретически воз-
можную величину данной силы, вычисленную на 
основе политропного процесса сжатия газа в рабо-
чей зоне компрессора. Это позволит увеличить за-
пас прочности для штока поршня, так как рабочие 
значения силы F

p
(t) на практике будут меньше, рис. 

6 и 7. 
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 . Δl  — укорочение штока, мм; l — первоначальная 
длина штока, мм
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OF STRESS STATE OF THE PISTON ROD 
OF SINGLE-STAGE 
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The analysis of loaded state of system piston rod – piston of single-stage long-
stroke piston compressor is performed. These compressors are used to change 
the compressed gas pressure from normal atmospheric pressure (760 mmHg = 
=0,101 MPa) to discharge pressure (2–10 MPa). The criteria for calculating the 
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ОЦЕНКА НАПРЯЖЕННО-
ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ 
ПРОФИЛЬНЫХ СОЕДИНЕНИЙ 
УЗЛОВ МАШИН
В статье представлены результаты исследований профильных соединений ме-
ханизмов и машин на жесткость и прочность. Устройство выполнено на основе 
применения неподвижных и подвижных профильных соединений, предназна-
ченных для передачи крутящего момента. Рассмотрены профильные соеди-
нения с гарантированным зазором, изготовленные на основе равноосного 
контура типа РК-3, РК-5 и криволинейного контура типа ККс-4, которые полу-
чили наиболее широкое внедрение в узлах металлорежущих станков и других 
машин, производимых в России, а также в Венгрии, Германии и КНДР.
Применяя известную методику, предназначенную для оценки напряженно-
деформированного состояния деталей профильных соединений, выполнены 
расчеты по критериям работоспособности на прочность и жесткость ступиц 
(втулок) с разной толщиной стенок. Анализ результатов расчета прочности  
и жесткости проведен на примере РК-3 профиля. При растяжении ступицы  
от действия распорных сил учтена геометрическая форма, номинальный раз-
мер охватываемой детали, толщина стенок охватывающей детали, а также ве-
личина передаваемой соединением внешней нагрузки в статике. Определены 
допускаемые значения толщины стенок ступицы (втулок) соединения для обе-
спечения жесткости ступицы при растяжении от действия внешних нагрузок. 
В результате исследований установлено влияние толщины стенок ступицы для 
исследуемых форм деталей соединения от значений передаваемого крутяще-
го момента. Например, изменение толщины стенки ступицы от 15 до 3 мм для 
нормального ряда посадочных диаметров вала вызывает растяжение втулки 
в радиальном направлении до 50 мкм в диапазоне передаваемых крутящих 
моментов от 5 до 600 Н·м.

Ключевые слова: РК-3, РК-5, ККс-4 профильные соединения, вал, ступица, на-
пряжение, растяжение, металлорежущие станки.

Введение. Профильные соединения деталей 
машин, предназначенные для передачи крутяще-
го момента, получают все большее применение  
в различных узлах машин и механизмов станко-
строительного и кузнечно-прессового оборудова-
ния, в автомобильной промышленности и вагоно-
строении [1]. Внедрение профильных соединений 
деталей машин связано с развитием современных 
технологий изготовления фасонных деталей, а так-
же с выпуском партий инновационных конструкций 
металлорежущих станков, производимых в России  
и ряде зарубежных стран, в Венгрии, Германии, 
Швейцарии и КНДР [1].

Современные технологии высокоскоростного 
фрезерования на станках с ЧПУ, представленные  
в работе [2], позволяют изготовить детали профиль-

ных соединений с цилиндрической и конической 
формой продольного сечения с равноосным и кри-
волинейным контуром, соответствующие 6–8 ква-
литету точности.

Постановка задачи. Целью работы является обе-
спечение работоспособности тонкостенных деталей 
моментопередающих профильных соединений РК-3 
и ККс-4 машин и механизмов на примере соедине-
ния с равноосным контуром с числом граней, рав-
ным трем.

Обзор и анализ научных работ показал, что  
из широкого спектра профильных соединений наи-
большее применение в машинах и механизмах по-
лучили профильные соединения с равноосным кон-
туром РК-3, РКс-3 с числом граней, равным трем, 
а также профильные соединения с криволинейным 
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контуром КК-4, ККс-4 с числом граней, равным че-
тырем [1–5]. Разъемные профильные соединения 
типа РК-3, РКс-3 предназначены для передачи кру-
тящего момента в нереверсируемых механизмах 
(передачах) машин. Разъемные профильные соеди-
нения типа КК-4, ККс-4 предназначены для пере-
дачи крутящего момента и осевого перемещения 
блока зубчатых колес под нагрузкой. Примерами 
производственного опыта являются наиболее при-
меняемые разъемные профильные соединения типа 
ККс-4 в узле фрезерной головки, коробке переклю-
чения передач фрезерного станка, а также в узле 
передней бабки агрегатного станка. В то же вре-
мя экспериментальные исследования, проведенные 
на фрезерных станках моделей 6Р81Г и 6Д82Ш,  
а также на горизонтально-фрезерном полуавтомате 
с ЧПУ модели ДФ-1000 (Дмитровский завод фре-
зерных станков, г. Дмитров) показали, что приме-
нение профилей типа РК-3 в коробках скоростей 
в качестве подвижных соединений валов и блоков 
зубчатых колес нежелательно. Установлено также, 
что при передаче реверсируемой нагрузки (крутя-
щего момента) при выборе бокового зазора посад-
ки при повороте профильного вала в профильном 
отверстии ступицы типа РК-3 возникает удар. Это 
вызывает изменение геометрической формы про-
фильного отверстия в ступице и, таким образом, 
понижается точность центрирования деталей со-
единения при сборке.

Лучшие результаты при осевом перемещении 
блока зубчатых колес по валу получены при при-
менении профиля типа РКс-3. Данный модифици-
рованный профиль отличается от РК-3 тем, что его 
вершины специально срезаны по дуге окружности 
при токарной обработке. Образование площадок 
позволяет обеспечить более легкое перемещение 
блока зубчатых колес вдоль оси вала под нагруз-
кой. Выбор геометрических параметров при про-
ектировании моментопередающего профильного 
соединения РКс-3 должен соответствовать нормаль-
ному ряду размеров профильных валов и отверстий 
с равноосным контуром согласно стандарту DIN 
32711-79 и DIN 32712-79.

При проведении экспериментальных испытаний 
РКс-3 профильных соединений на кручение про-
фессор Musyl R. установил зависимость изменения 
напряжений по контуру профильного отверстия  
и по посадочной длине ступицы. Определены участ-
ки контурной кривой, где возникают напряжения 
от 250 до 900 МПа. Значения напряжений, превы-
шающие допускаемые, возникают в местах перехо-
да равноосной кривой с разной величиной эксцен-
триситета. Изменение формы поперечного сечения 
(перегибы кривой) при чистовом точении профиль-
ного вала или растачивании профильного отверстия 
способствует возникновению мест концентраторов 
напряжений. Таким образом, передача профиль-
ным соединением типа РКс-3 значений крутяще-
го момента в диапозоне от 500 до 700 Н·м может 
приводить к потере работоспособности соединения  
по критерию прочность. Для обеспечения прочно-
сти профильной посадочной поверхности отвер-
стия на смятие необходимо изготавливать ступицы  
из легированных сталей марок 45Х или 40ХФА  
с закалкой и охлаждением в масле.

При расчете и конструировании особое значе-
ние имеет выбор типа посадки в профильном со-
единении. Типовая посадка назначается в системе 
отверстия и должна обеспечить отсутствие зазоров 
в соединении при передаче внешней нагрузки [1]. 

Наличие зазоров в стыках приводит к расширению 
или сужению ступиц в направлении действия ра-
диальных сил. Этот процесс может длиться до тех 
пор, пока не будут выбраны зазоры в стыках соеди-
нения. Предпочтительные типы посадок приведены 
в стандартах DIN 32711-79 и DIN 32712-79 и рабо- 
те [1].

Обладая эксплуатационными преимущества-
ми в сравнении со шпоночными и шлицевыми со-
единениями, в частности повышенной нагрузочной 
способностью, которая объясняется отсутствием 
концентраторов напряжений деталей соединения, 
неподвижные разъемные профильные соединения 
с равноосным контуром типа РК-3 имеют ряд недо-
статков, которые ограничивают область их приме-
нения. Основным ограничением при использовании 
соединения типа РК-3 с некруглой формой попе-
речного сечения в качестве подвижных является за-
едание сопряженных деталей. Заедание возникает 
при перемещении блока зубчатых колес вдоль оси 
вала под нагрузкой. Это происходит, например, ког-
да крутящий момент передается при одновремен-
ном осевом перемещении блока зубчатых колес. 
Тогда целесообразно применять соединение со сре-
занным равноосным контуром типа РКс-3 или про-
фильное соединение со срезанным криволинейным 
контуром типа ККс-4, ККс-6. Широкое применение 
модифицированные профили ККс-4 и ККс-6 полу-
чили в подвижных соединениях, предназначенных 
для продольного перемещения рабочего стола гори-
зонтально-фрезерного станка.

Успешное применение модифицированных про-
филей типа ККс-4 в качестве подвижных соедине-
ний при передаче крутящих моментов объясняется, 
прежде всего, большим значением приводного угла. 
Величину приводного угла в профильном соедине-
нии любого типа определяют между касательной, 
проведенной к замкнутой кривой профиля в точке 
первоначального контакта вала и отверстия во втул-
ке и направлением нормали проведенной к ради-
ус-вектору в точку контакта для выбранной грани 
соединения. Установлено, что значение приводного 
угла для криволинейного профиля типа ККс-4 на-
ходится в интервале от 21,7° до 33,7°, в то время как 
для профиля с равноосным контуром типа РК-3 зна-
чение приводного угла лежит в интервале от 10,6° 
до 15,4° для всего диапазона рекомендуемых значе-
ний среднего посадочного диаметра соединения со-
гласно DIN 32711-79 и DIN 32712-79. Это позволяет 
соединению типа ККс-4 передавать большие крутя-
щие моменты.

Необходимо отметить, что применение механи-
ческих коробок переключения передач в настоящее 
время не потеряло своей актуальности при произ-
водстве металлорежущих станков отечественного 
производства, в частности при производстве токар-
но-винторезных станков 1М63Н-5 на Рязанском за-
воде станкостроения, наряду с широким примене-
нием электромагнитных муфт.

Профильные соединения с количеством граней, 
равным трем, типа РК-3 не рекомендуют применять 
также, если зубчатое колесо или блок зубчатых ко-
лес имеет тонкостенную ступицу [1, 6]. В этом слу-
чае в зоне контакта возникают большие распорные 
силы, которые деформируют тело ступицы зубча-
того колеса или зубчатого колеса (шестерни) без 
ступицы. Распорные силы, действующие по граням 
в радиальном направлении, вызывают деформацию 
ступицы при растяжении, что приводит к возникно-
вению недопустимых радиальных биений зубчатого 
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колеса. Теоретически и экспериментально доказа-
но, что ступица под действием внешних сил может 
расширяться как положительно, так и отрицатель-
но до момента пока не будет выбран зазор посадки  
в соединении. Плотность посадки в профильном со-
единении определяет качество соединения и влияет 
на работоспособность [6, 7].

Расчетом установлено, что при действии распор-
ных сил по граням профильного соединения типа 
РК-3 возникают напряжения порядка 600 МПа. 
Значения возникающих напряжений превышают 
допускаемые напряжения смятия легированных 
конструкционных сталей типа 40Х, 40ХН, 45Х для 
некоторых рекомендуемых способов термической 
обработки сталей (нормализация, улучшение). Это 
имеет место при передаче соединением крутящего 
момента более 500 Н·м в условиях пульсационной 
нагрузки и тонкостенной ступице зубчатого колеса 
от 8 до 3 мм. В этом случае целесообразно приме-
нять профильные соединения с количеством граней 
больше трех, например, соединения с равноосным 
контуром РК-5, РК-7 или срезанные соединения 
типа РКс-5, РКс-7 (пять и семь граней), а также про-
фильные соединения с криволинейным контуром 
типа Кс-6 (шесть граней) [1].

Результаты экспериментов. Всесторонние ана-
литические и экспериментальные исследования 
профильных соединений устройств машин и ме-
ханизмов, проведенные авторами работ [6–12], 
определили ряд нерешенных научно-практических 
задач. Наиболее актуальной научно-практической 
задачей является обеспечение работоспособности 
профильных соединений в узлах машин с приме-
нением тонкостенных блоков зубчатых колес при 
обеспечении требуемой жесткости и прочности  
на основе использования многогранных профиль-
ных соединений.

Предварительные расчеты соединений типа 
РК-3 и ККс-4 с использованием формул работ [13–
15] позволяют оценить приближенные значения на-
пряжений и деформаций ступиц (втулок) с разной 
толщиной стенки и шириной посадочной поверх-
ности при передаче соединением крутящего момен-
та. Следует отметить, что при выборе расчетной 
схемы профильного соединения (рис. 1), Musyl R. 
принял ряд допущений: 1. Детали соединения име-
ют идеальную форму. 2. Координаты точек перво-

начального контакта деталей определены без учета 
фактического зазора в соединении. 3. По наруж-
ной цилиндрической поверхности втулки действу-
ет крутящий момент. 4. Не учитывается действие 
внешней радиальной силы. 5. Не учитывается ус-
ловие смазывания деталей соединения. 6. Ступица 
переменного сечения заменена круговым кольцом 
постоянного сечения.

Рассмотрим расчетную схему втулки (рис. 1).
«Решение задачи сведено к определению напря-

жений во втулке (ступице) от действия трех симме-
трично расположенных распорных сил F

r
, направ-

ленных вдоль радиус-вектора 
n
 и трех окружных 

сосредоточенных сил F
t
, направленных перпендику-

лярно к радиус-вектору в сторону вращения». 
«При расчете втулки на изгиб можно пренебречь 

силами F
t
, т.к. момент, который они создают, пол-

ностью уравновешивается крутящим моментом M
k
, 

передаваемым соединением. Таким образом, если 
провести во втулке сечение ab (рис. 1), то напряже-
ния, действующие по данному сечению, могут быть 
определены через продольную силу N

o
, перерезыва-

ющую силу Q
o
 и изгибающий момент M

o
»[15].

Приближенное решение задачи представлено  
в работах [6, 7, 15, 16].

«Для определения N
o
, Q

o
, M

o
 была использова-

на теорема о наименьшей работе. Были составлены 
выражения потенциальной энергии U деформации 
втулки в виде функций N

o
, Q

o
, M

o
 и F

r
».

Выражение потенциальной энергии деформации 
для кривого бруса имеет вид [16]:

                                    ,      (1)

где M — изгибающий момент;
N и Q — продольная и перерезывающая силы, 

приложенные в центре тяжести поперечного  
сечения;

R
c
 — радиус центральной оси кривого бруса;

A — площадь поперечного сечения;
 — расстояние центра тяжести поперечного се-

чения от центральной оси;
E — модуль продольной упругости;
G — модуль сдвига;
S — длина кривого бруса;
k — коэффициент геометрической формы се- 

чения.
Исходя из условий непрерывности в сечении ab, 

вытекают три уравнения вида [7, 15, 16]:

				    (2)

Из уравнений (2) определяют параметры N
o
, Q

o
  

и M
o

В дальнейшем Борович Л. С., используя резуль-
таты дифференцирования, пренебрегая поперечной 
(перерезывающей) силой Q

o
, получил формулы, по-

зволяющие рассчитать напряжения и деформации 
во втулке РК-3 профильного соединения при нагру-
жении крутящим моментом M

кр
 (рис. 2) [16].

Максимальный изгибающий момент возникает  

в сечениях втулки при  = 
n
; 
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Наибольшие напряжения действуют в тех же се-

Рис. 1. Расчетная схема втулки с профильным отверстием 
[15, 16]
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чениях. В верхних волокнах втулки действуют наи-
большие растягивающие напряжения σ

1
, а в нижних 

наибольшие сжимающие напряжения σ
2
. Величина 

напряжений определяется по формулам вида [16]:

,                   (3)

 ,                    (4)

где γ — расстояние центра тяжести сечений от ней-
тральной оси, принятое ранее приближённо рав-

ным 

dS

GA

Qk

RAE

NM

AE

N

EAR

M

U
S

c

c



































22

2
22

2

γ
 

0



oN

U
, 0



oQ

U
, 0



oM

U
.  

3

2πθ n ; 
3

4πθ n . 

BR

h

F

M

F

N 1max
1 




γ
σ  

BR

h

F

M

F

N 2max
2 




γ
σ  

cR

H

12

2

 

b

Mкр
eff

1σσ   

b

Mкр
eff

1γγ   

 δδ max  

;

h
1
 — расстояние от нейтральной оси до верхних 

волокон;
h

2
 — расстояние от нейтральной оси до нижних 

волокон;
M

max
 — максимальный изгибающий момент;

F — площадь поперечного сечения.
На рис. 3 изображена симметричная часть втул-

ки [16].
Несмотря на принятые допущения, разработан-

ная методика расчета напряжений и перемещений 
позволила оценить влияние конструктивных пара-
метров соединения на напряженно-деформирован-
ное состояние ступицы для так называемых «бес-
шпоночных соединений многодугового профиля».

В действительности профильные соединения 
вала и ступицы (втулки) выполняют по предпочти-
тельным посадкам переходным, с гарантированным 
зазором или натягом согласно рекомендациям ра-
бот [1, 7, 8, 13–16].

На первом этапе проектирования соединения 
рассмотрим методику расчета напряженно-дефор-
мированного состояния (НДС) с использованием 
приближенных формул Musyl R. Приведем расчет 
радиальных напряжений и растяжений (расшире-
ний) на примере соединения типа РК-3 с зазором. 
С этой целью воспользуемся значениями поправоч-
ного коэффициента радиальных напряжений, кото-
рые рассчитаны по известным диаграммам, пред-
ставленным в работах [13–15]. Числовые значения 
поправочного коэффициента радиальных напряже-
ний для нормального ряда посадочных диаметров 
вала (Dm), согласно [13, 14], представлены в табл. 1.

Применяя формулу работы [15], определяют ра-
диальные напряжения:

 ,                        (5)
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Рис. 2. РК-3 профильное соединение и схема нагружения втулки
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Рис. 3. Симметричная часть втулки 
по Боровичу Л. С.

Таблица 1

Значения поправочного коэффициента радиальных напряжений (σ
1
) 

для соответствующей толщины ступицы (S, мм) из диаграммы [13–15]

S
1
 = 3 S

2
 = 5 S

3
 = 8 S

4
 = 10 S

5
 = 12,5 S

6
 = 15

σ
1 
(20) 13 5,8 3 2,3 1,75 1,4

σ
1 
(25) 12,5 5,3 2,75 1,9 1,48 1,25

σ
1 
(32) 12 4,7 2,4 1,7 1,25 0,92

σ
1 
(36) 10,8 4,4 2,2 1,44 1,2 0,84

σ
1 
(40) 10 4,1 2 1,4 1 0,75

σ
1 
(45) 9,5 3,8 1,8 1,25 0,9 0,67

σ
1 
(50) 9,1 3,75 1,7 1,2 0,83 0,62

σ
1 
(65) 8,1 3,3 1,4 0,9 0,71 0,5

σ
1 
(80) 7,5 3 1,25 0,81 0,65 0,46

σ
1
 (90) 7,3 2,9 1,2 0,79 0,63 0,44
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где M
кр
 — величина крутящего момента, кГ·см;

σ
1
 — поправочный коэффициент радиальных на-

пряжения, кГ/см2/кГ;
b — ширина ступицы, см.
Для расчета растяжений втулки в радиальном 

направлении в соединении типа РК-3 определим 
значения поправочного коэффициента радиальных 
растяжений втулки по диаграммам, которые приве-
дены в работах [13–15].

Числовые значения поправочного коэффициен-
та радиальных растяжений втулки (ступицы) пред-
ставлены в табл. 2.

Применяя формулу работы [15], определяют ра-
диальные растяжения ступицы:

 ,                       (6)

где 
1
 — поправочный коэффициент радиальных 

растяжений ступицы, мкм/кГ.
Дальнейшие расчеты приведены в СИ при ши-

рине посадочной поверхности ступицы, равной  
10 мм.

Проведенные расчеты позволяют установить 
зависимости значений растяжений ступицы в ра-
диальном направлении от действия распорных сил 
при передаче внешней нагрузки. На рис. 4–8 пред-
ставлены зависимости расчетных значений растя-
жений (расширений) ступиц с РК-3 профильным 
отверстием для разных толщин стенок при переда-
че крутящего момента. Установленные зависимости 
растяжения (расширения) ступицы в радиальном 
направлении по граням от внешней нагрузки име-
ют нелинейный характер (рис. 4–8). Применение 
полученных зависимостей при проектировании 
профильных соединений с равноосным контуром 
позволяет спрогнозировать степень точности ци-
линдрических зубчатых колес механических пере-
дач с использованием рекомендаций табл. 3.

При выполнении проектировочного расче-
та профильного соединения используют условие  
по критерию жесткость вида [4]:

 ,                          (7)

где δ
max

 — максимальное расчетное значение ради-
ального растяжения ступицы, мкм;

[δ] — допускаемое значение радиального биения 
зубчатого венца, мкм.

Таблица 2

Значения поправочного коэффициента радиальных растяжений (γ
1
) 

для соответствующей толщины ступицы (S, мм) из диаграммы [13–15]

S
1
 = 3 S

2
 = 5 S

3
 = 8 S

4
 = 10 S

5
 = 12,5 S

6
 = 15

γ
1 
(20) 6·10–3 1,8·10–3 4,0·10–4 – – –

γ
1 
(25) 8·10–3 2,5·10–3 6,5·10–4 4,5·10–4 3,5·10–4 –

γ
1 
(32) 1,3·10–2 4,0·10–3 1,2·10–3 7,0·10–4 5,0·10–4 2,7·10–4

γ
1 
(36) 1,6·10–2 4,7·10–3 1,6·10–3 9,0·10–4 6,5·10–4 3,5·10–4

γ
1 
(40) 1,8·10–2 5,5·10–3 1,8·10–3 1,2·10–3 7,7·10–4 4,1·10–4

γ
1 
(45) 2,3·10–2 6,8·10–3 2,4·10–3 1,6·10–3 1,0·10–3 5,5·10–4

γ
1 
(50) 2,7·10–2 8,1·10–3 2,9·10–3 1,8·10–3 1,3·10–3 7,0·10–4

γ
1 
(65) 4,5·10–2 1,4·10–2 5,1·10–3 3,2·10–3 2,3·10–3 1,5·10–3

γ
1 
(80) – 2,1·10–2 7,9·10–3 5,1·10–3 3,7·10–3 2,3·10–3

γ
1 
(90) – 2,8·10–2 1,1·10–2 6,5·10–3 4,8·10–3 3,0·10–3
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Рис. 4. Зависимость расширения ступицы от крутящего
момента для Dm = 25 мм

Рис. 5. Зависимость расширения ступицы от крутящего
момента для Dm = 32 мм

Рис. 6. Зависимость расширения ступицы от крутящего
момента для Dm = 40 мм
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При сравнении рекомендуемых ГОСТ 1643-81 
значений допускаемых радиальных биений вен-
ца зубчатого колеса для соответствующей степени 
точности и полученных значений растяжений (рас-
ширений) ступицы расчетным путем можно сделать 
следующие выводы.

Выводы
1.  Условие жесткости для соединения типа РК-3 

выполняется на всем диапазоне внешних нагрузок 
от 5 до 600 Н·м для толщины стенок ступиц от 3  
до 15 мм при посадочном диаметре вала, равном  
25 мм.

2.  Условие жесткости для соединения типа РК-3 
выполняется на всем диапазоне внешних нагру-
зок от 5 до 600 Н·м для толщины стенок ступицы  
от 5 до 15 мм при посадочном диаметре вала, рав-
ном 32; 40 и 50 мм.

3.  Условие жесткости для соединения типа РК-3 
выполняется на всем диапозоне внешних нагрузок 
от 5 до 600 Н·м для толщины стенок ступицы от 8  
до 15 мм при посадочном диаметре вала, равном  
65 мм.

4.  При передаче соединением крутящего мо-
мента более 500 Н·м в условиях пульсационной на-
грузки и тонкостенной ступице зубчатого колеса  
от 8 до 3 мм целесообразно применять профильные 
соединения с количеством граней больше трех. На-
пример соединения с равноосным контуром РК-5, 
РК-7 или модифицированные соединения типа РКс-
5, РКс-7 (пять и семь граней). 
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Таблица 3

Допускаемые значения радиальных биений зубчатого венца 
цилиндрических колес по ГОСТ 1643-81

Делитель- 
ный 

диаметр 
зубчатого 
колеса, 

мм

Допускаемые значения радиального биения 
зубчатого венца, мкм

Модуль от 1 до 3,5 мм Модуль св. 3,5 до 6,3 мм

Степень точности Степень точности

6 7 8 9 6 7 8 9

До 125 25 36 45 71 28 40 50 80
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ASSESSMENT OF THE STRESS-STRAIN
STATE OF PROFILE JOINTS 
OF MACHINE COMPONENTS
The article presents the results of studies of profile joints of mechanisms and 
machines for rigidity and strength. The device is based on the use of fixed and 
movable profile connections designed to transmit torque. Profile joints with a 
guaranteed gap are considered, made on the basis of an equiaxial contour of the 
P3, P5 type and a curved contour of the PC4 type, which have received the most 
widespread introduction in the nodes of metal-cutting machines and other machines 
manufactured in Russia, as well as Hungary, Germany and the DPRK.
Using a well-known technique designed to assess the stress-strain state (VAT) of 
the parts of profile joints, calculations are performed according to the criteria 
of operability for strength and stiffness of hubs (bushings) with different wall 
thicknesses. The analysis of the results of the calculation of strength and stiffness is 
carried out using the example of the P3 profile. When stretching the hub from the 
action of spacer forces, the geometric shape, the nominal size of the covered part, 
the wall thickness of the covering part, as well as the magnitude of the external load 
transmitted by the connection in static are taken into account. The permissible values 
of the thickness of the walls of the hub (bushings) of the joint are determined to 
ensure the rigidity of the hub under tension from the action of external loads. As a 
result of the research, the influence of the thickness of the hub walls for the studied 
shapes of the joint parts on the values of the transmitted torque is established. For 
example, a change in the thickness of the hub wall from 15 to 3 mm for a normal 
range of shaft mounting diameters causes the sleeve to stretch radially up to 50 
microns in the range of transmitted torques from 5 to 600 Nm.

Keywords: P3, P5, PC4 profile joints, shaft, hub, tension, expansion, metal cutting 
machines.
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ГАРМОНИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 
КРУТЯЩЕГО МОМЕНТА 
ДВИГАТЕЛЯ ЯМЗ-5340
Цель исследования заключается в поиске методики и проведении на её осно-
ве гармонического анализа крутящего момента двигателя внутреннего сго-
рания для последующего определения резонансных колебаний коленчатого 
вала. Приведена методика расчета гармоник крутящего момента двигателя 
на примере дизельного двигателя ЯМЗ-5340 мощностью 100 кВт при часто-
те вращения коленчатого вала 2300 мин–1. На основе результатов теплового 
и динамического расчета двигателя ЯМЗ-5340 построен график изменения 
его крутящего момента и произведен расчет гармоник первого и второго 
порядков. Определены частоты собственных и вынужденных колебаний ко-
ленчатого вала и его резонирующая критическая частота вращения. Опреде-
лён номер гармоники крутящего момента, которая по частоте вынужденных 
колебаний совпадет с частотой собственных колебаний и вызывает резонанс. 
Результаты исследования могут быть применены при проектировании и до-
водке двигателей с целью расчёта и снижения крутильных колебаний.

Ключевые слова: двигатель внутреннего сгорания, крутящий момент, крутиль-
ные колебания, гармоника, частота и амплитуда, резонанс.

Введение. Крутильные колебания вала, «возни-
кающие по причине его недостаточной жесткости 
под действием переменных по величине и направ-
лению крутящих моментов двигателя, могут приво-
дить к возникновению вибраций и стуков, которые 
впоследствии могут стать причиной разрушения 
коренной шейки коленчатого вала» [1, 2]. В связи  
с этим вопросы, связанные с изучением колебатель-
ных процессов, с целью устранения и предотвра-
щения возможных проблем в работе двигателя не 
перестают быть актуальными и находят широкий 
отклик в технической научной литературе. 

С. З. Юнусов (с соавт.) рассматривает «динами-
ческий анализ системы из трех масс с учетом тех-
нологического сопротивления», на основе результа-
тов которого приводит «графические зависимости 
размаха колебаний угловой скорости рабочего вала, 
неравномерности вращения валов привода, крутя-
щего момента на валу электродвигателя» [3, с. 227].

В работе А. И. Яманина рассмотрены вопросы, 
связанные с динамическим расчетом напряженно-
деформированного состояния коленчатого вала. 
Предложенная автором методика расчёта «позволя-
ет одновременно определить мгновенные значения 
напряжений, обусловленных набегающими крутя-
щими моментами, и дополнительных напряжений, 
вызываемых крутильными, продольными и изгиб-
ными колебаниями» [4, с. 55].

А. А. Реутовым на основе результатов анализа 
влияния «упруго-демпфирующих характеристик 
двухмассового маховика двигателей внутреннего 
сгорания (ДВС) на крутильные колебания деталей 
трансмиссии автомобиля» разработана математиче-
ская и компьютерная модели «крутильных колеба-
ний автомобильной трансмиссии с двухмассовым 

маховиком и двойным сухим сцеплением», а также 
определены условия «предотвращения резонанса 
крутильных колебаний маховика на холостых обо-
ротах» [5, с. 14].

Aleksandar Milasinoviс на основе предложенной 
им с соавт. модели сосредоточенной массы, постро-
енной на основе зависимости колебаний угловой 
скорости коленчатого вала от давления в цилиндре, 
трения двигателя и динамики коленчатого вала, 
представлена взаимосвязь между изменением кру-
тящего момента двигателя и колебаниями угловой 
скорости коленчатого вала при установившемся ре-
жиме работы [6]. 

Zhong Cai Zheng (с соавт.) проводит анализ гар-
монического отклика блока цилиндров двигателя  
на основе модального анализа, получая соответству-
ющие собственные частоты слабых положений бло-
ка под действием внешней циклической силы [7].

Zhang Bo (с соавт.), используя многодисковый 
вал ротора, поддерживаемый двумя плёночными 
демпферами сжатия (SFD) с короткозамкнутыми 
роторами, в качестве объекта исследования для 
моделирования газогенератора в двигателе, про-
изводит расчёт характеристик роторной системы  
с помощью многомерного гармонического баланса 
в сочетании с методом переменного частотно-вре-
менного интервала (MHB-AFT), c учётом влияния 
гармонических вращений базы и дисбаланса массы 
на устойчивость системы [8].

Raja Sangilivadamalu (с соавт.) представляют но-
вый метод оценки непериодического (среднего) зна-
чения и гармоник неизвестных входных сигналов 
помех с параметрически изменяющимися частота-
ми гармоник. Предлагаемые методы, по мнению ав-
торов, должны быть изучены для оценки среднего 
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значения и гармоник крутящего момента двигателя 
внутреннего сгорания [9].

Kwak S. W. (с соавт.) предлагают метод кине-
матического концептуального проектирования для 
определения кинематической структуры возможно-
го рядного четырехцилиндрового двигателя с пере-
менной степенью сжатия (VCR) и его размеров, 
которые обеспечивали бы меньшее вертикальное 
ускорение второй гармоники на стыках [10].

Коленчатые валы двигателей внутреннего сго-
рания воспринимают нагрузки от давления газов, 
которые возникают от сгорания топлива в цилин-
драх и сил инерции. Действие этих сил и моментов 
от этих сил приводят к возникновению предельных 
по величине напряжений скручивания коренных 
шеек. 

Крутильные колебания коренных шеек коленча-
того вала происходят по следующим причинам:

1.  Под действием переменного по величине 
крутящего момента двигателя (Н∙м) коренная шей-
ка коленчатого вала закрутится на угол (например,                        
0,05 градуса).

2.  Под влиянием момента сил упругости матери-
ала, например, стали 40Х, закрученная шейка  по-
вернется в начальное положение.

3.  Под действием момента сил инерции вал за-
крутится в противоположную сторону на тот же 
угол. 

Целью данной работы является выполнение гар-
монического анализа крутящего момента двигателя 
Ярославского моторного завода марки ЯМЗ-5340; 
определение частот собственных и вынужденных 
колебаний коленчатого вала и его резонансной кри-
тической частоты вращения. 

1.  Гармонический анализ крутящего момента 
двигателя. Сложный периодически изменяющий-
ся процесс крутящего момента М четырехтактно-
го двигателя можно разложить на гармоники 0,5; 1; 
1,5; 2; 2,5; 3; 3,5; 4 порядков и так далее. Разложе-
ние крутящего момента на гармоники необходимо  
для расчета коленчатых валов на крутильные коле-
бания.

На рис. 1 показана зависимость крутящего мо-
мента дизеля Ярославского моторного завода ЯМЗ-
5340 (4ЧН 10,5/12,8) за цикл (720 º) от угла пово-
рота коленчатого вала. Мощность дизеля 100 кВт 
при частоте вращения коленчатого вала 2300 мин–1. 
График построен с применением ПЭВМ по резуль-
татам теплового и динамического расчетов двигате-
ля [11, 12].

Разложение в ряд Фурье, или гармонический 
анализ крутящего момента, «производится на осно-
ве теоремы Фурье, согласно которой всякую пери-
одическую функцию, удовлетворяющую условиям 
Дирихле, можно представить в виде сходящегося 
бесконечного ряда синусоидальных величин» [1,  
с. 232].

Применяя для четырёхтактного двигателя теоре-
му Фурье, имеем [1, 2]

 ,             (1)

где М — переменный крутящий момент, действую-
щий на одно колено вала; М

0
 — средний крутящий 

момент, действующий на то же колено вала; М
1
, М

2
, 

М
3
,..., М

k
 — амплитуды составляющих гармониче-

ски изменяющихся моментов (углы закручивания 
вала); ω

в
 = 2π/Т — цикловая угловая скорость, за-

висящая от периода изменения крутящего момента 
(для четырехтактного двигателя ω

в
 = ω/2 = π∙n/60); 

α
1
, α

2
, α

3
 — начальные фазы гармонически изменяю-

щихся моментов; t — время отсчета.
Четвертую часть окружности, в которой нахо-

дится угол α
k
 (угол сдвига гармоники известного 

порядка или её начальная фаза), определим с по-
мощью табл. 1.

Тригонометрическое разложение, представлен-
ное формулой (1), путём математических преобра-
зований, полученных после применения формулы 
sin(α + β) = sinα cosβ + cosα sinβ, может быть при-
ведено к виду [1, с. 233]
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 — амплитуды составляющих гар-
монически изменяющихся моментов; А

k
, В

k
 — коэф-

фициенты Фурье, которые могут быть найдены ме-
тодом конечного суммирования [1, c. 233, 241, 246].

2.  Расчет гармоник крутящего момента. Рассмо-
трим более подробно арифметический метод гар-
монического анализа кривой крутящего момента, 
действующего на одно колено вала. При использо-
вании данного метода гармонический анализ дан-
ной кривой производится расчётным путем, при 
этом вычисление коэффициентов Фурье А

k
, В

k
, М

0
, 

Рис. 1. Изменение крутящего момента дизеля ЯМЗ-5340 
за цикл в зависимости от угла поворота коленчатого вала
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Таблица 1

Определение положения угла α
k
 

Знак
A
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Знак
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Четвёртая часть окружности, 
соответствующая углу α
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как было сказано выше, производится с помощью 
конечного суммирования следующим образом.

Для начала расчета и анализа крутильных ко-
лебаний необходим график изменения крутящего 
момента М

кр
 двигателя, который показан на рис. 1. 

На рис. 2 график крутящего момента сжат до 360 
градусов (2π) при сохранении числовых значений 
М

кр
. Гармонические колебания происходят по за-

кону синуса, а функция синуса определяется от 0  
до 360 º.

Разобьём отрезок [0,2π] на m равных частей дли-

ной 

   
 

 

 











1
0

33

22

110

sin

3sin

2sin

sin

k
kвk

в

в

вв

tkMM

tM

tM

tMMtfM

ω

ω
ω

ωω

  

   
   
   

 

    











1
0

3

21

32

10

cossin

...3cos

2coscos

3sin2sin

sin

k
вkвk

в

вв

вв

вв

tkAtkBM

tA

tAtA

tBtB

tBMtfM

ωω

ω
ωω
ωω
ωω



 

22
kkk BAM   

т

2  













  2
2

,...,
2

,...,
2

2,
2

, 210
m

mx
т

x
m

х
m

хx m  

   

  













xky
m

tk
m

tfA

m

m

k

cos
2

cos
21

1

1  

   

  













xky
m

tk
m

tfB

m

m

k

sin
2

sin
21

1

1  

   






mm

y
mm

tfM
11

0

12

2

1  

22
kkk BAM   

 

 (рис. 2). В нашем примере m = 36. Обозна-

чим координаты точек кривой крутящего момента, 
изображенной на рис. 2, через (x

0
,y

0
), (x

1
,y

1
), (x

2
,y

2
), 

…(xλ,yλ), …(x
m
,y

m
), …, где 
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, yλ — ординаты точек 

заданной кривой крутящего момента, соответству-
ющие абсциссам xλ, найденные путем непосред-
ственного измерения по графику кривой (рис. 2),             
λ = 0,1,2,3, …, m.

Введем также следующие обозначения: x = ω
t
, 

y = f(ω
t
), Δx = Δ(ωt) = 2π/m и вычислим для каж-

дого значения x и для каждого порядка гармоники 
k произведения вида: yλ sin(k∙xλ) и yλ cos(k∙xλ). Про-
суммировав для каждого порядка гармоники, про-
изведения, полученные для всех точек x, умножим 

их на величину Δx = 2π/m, получим формулы для 
вычисления коэффициентов Фурье A

k
, B

k
 и средне-

го крутящего момента M
0
 [1].

 ;                  (3)

 ;                  (4) 

 ,            (5)

где m — количество разбиений (участков) отрезка 
оси абсцисс, соответствующего периоду изменения 
крутящего момента.

Амплитуды составляющих гармонически изме-
няющихся моментов (М

k
), как было указано выше, 

вычисляются по формуле

 .                      (6)

В развернутом виде формулы (3–5) примут вид
  

или
 

 .             (7)
 

или

 .               (8)

 .                          (9)

Результаты расчетов, соответствующие данным, 
полученным на основе теплового и динамического 
расчета крутящего момента дизеля 4ЧН 10,5/12,8 
(ЯМЗ-5340) мощностью 100 кВт, а также результаты 
вычисления коэффициентов, входящих в формулы 

(7−9), для 
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 , приведены в табл. 2.

На рис. 2 представлены результаты гармониче-
ского анализа крутящего момента. Показаны гра-
фики кривых гармоник 1, 2, 3 и 4 порядков с указа-
нием начальных фаз в градусах. 

Подставив данные табл. 2 в расчётные форму-
лы (3−9), вычислим средний крутящий момент M

0
 

и выполним расчёт гармоник первого и второго по-
рядков. 

Рис. 2. Гармонический анализ крутящего момента
 дизеля ЯМЗ-5340 при частоте вращения 

коленчатого вала 2300 мин–1

   
 

 

 











1
0

33

22

110

sin

3sin

2sin

sin

k
kвk

в

в

вв

tkMM

tM

tM

tMMtfM

ω

ω
ω

ωω

  

   
   
   

 

    











1
0

3

21

32

10

cossin

...3cos

2coscos

3sin2sin

sin

k
вkвk

в

вв

вв

вв

tkAtkBM

tA

tAtA

tBtB

tBMtfM

ωω

ω
ωω
ωω
ωω



 

22
kkk BAM   

т

2  













  2
2

,...,
2

,...,
2

2,
2

, 210
m

mx
т

x
m

х
m

хx m  

   

  













xky
m

tk
m

tfA

m

m

k

cos
2

cos
21

1

1  

   

  













xky
m

tk
m

tfB

m

m

k

sin
2

sin
21

1

1  

   






mm

y
mm

tfM
11

0

12

2

1  

22
kkk BAM   

 

   
 

 

 











1
0

33

22

110

sin

3sin

2sin

sin

k
kвk

в

в

вв

tkMM

tM

tM

tMMtfM

ω

ω
ω

ωω

  

   
   
   

 

    











1
0

3

21

32

10

cossin

...3cos

2coscos

3sin2sin

sin

k
вkвk

в

вв

вв

вв

tkAtkBM

tA

tAtA

tBtB

tBMtfM

ωω

ω
ωω
ωω
ωω



 

22
kkk BAM   

т

2  













  2
2

,...,
2

,...,
2

2,
2

, 210
m

mx
т

x
m

х
m

хx m  

   

  













xky
m

tk
m

tfA

m

m

k

cos
2

cos
21

1

1  

   

  













xky
m

tk
m

tfB

m

m

k

sin
2

sin
21

1

1  

   






mm

y
mm

tfM
11

0

12

2

1  

22
kkk BAM   

 

   
 

 

 











1
0

33

22

110

sin

3sin

2sin

sin

k
kвk

в

в

вв

tkMM

tM

tM

tMMtfM

ω

ω
ω

ωω

  

   
   
   

 

    











1
0

3

21

32

10

cossin

...3cos

2coscos

3sin2sin

sin

k
вkвk

в

вв

вв

вв

tkAtkBM

tA

tAtA

tBtB

tBMtfM

ωω

ω
ωω
ωω
ωω



 

22
kkk BAM   

т

2  













  2
2

,...,
2

,...,
2

2,
2

, 210
m

mx
т

x
m

х
m

хx m  

   

  













xky
m

tk
m

tfA

m

m

k

cos
2

cos
21

1

1  

   

  













xky
m

tk
m

tfB

m

m

k

sin
2

sin
21

1

1  

   






mm

y
mm

tfM
11

0

12

2

1  

22
kkk BAM   

 

   
 

 

 











1
0

33

22

110

sin

3sin

2sin

sin

k
kвk

в

в

вв

tkMM

tM

tM

tMMtfM

ω

ω
ω

ωω

  

   
   
   

 

    











1
0

3

21

32

10

cossin

...3cos

2coscos

3sin2sin

sin

k
вkвk

в

вв

вв

вв

tkAtkBM

tA

tAtA

tBtB

tBMtfM

ωω

ω
ωω
ωω
ωω



 

22
kkk BAM   

т

2  













  2
2

,...,
2

,...,
2

2,
2

, 210
m

mx
т

x
m

х
m

хx m  

   

  













xky
m

tk
m

tfA

m

m

k

cos
2

cos
21

1

1  

   

  













xky
m

tk
m

tfB

m

m

k

sin
2

sin
21

1

1  

   






mm

y
mm

tfM
11

0

12

2

1  

22
kkk BAM   

 

 
 
 
  


























xmky

xky

xky

xky

m
A

m

k

Δ
Δλ
Δ
Δ

cos

...cos

...2cos

1cos

2 2

1

 

 


 
m

k xky
m

A
1

cos
2 Δ  

 
 
 
  


























xmky

xky

xky

xky

m
B

m

k

Δ
Δλ
Δ
Δ

sin

...sin

...2sin

1sin

2 2

1

 

 


 
т

k xky
m

B
1

sin
2 Δ  

 












т

m

y
т

yyyy
m

M

0

210

1

......
1

 

10
36

22


ππΔ
m

x  

 

)мН(36,1234441
36

1

......
1

210



  myyyy
m

M

 

 
 
 
 

 

  76,2143865,75
36

2

1cos
2

1cos

...1cos

...21cos

11cos

2

1

2

1

1






































m

m

xy
m

xmy

xy

xy

xy

m
A

Δλ

Δ
Δλ
Δ
Δ

 

 
 
 
  


























xmky

xky

xky

xky

m
A

m

k

Δ
Δλ
Δ
Δ

cos

...cos

...2cos

1cos

2 2

1

 

 


 
m

k xky
m

A
1

cos
2 Δ  

 
 
 
  


























xmky

xky

xky

xky

m
B

m

k

Δ
Δλ
Δ
Δ

sin

...sin

...2sin

1sin

2 2

1

 

 


 
т

k xky
m

B
1

sin
2 Δ  

 












т

m

y
т

yyyy
m

M

0

210

1

......
1

 

10
36

22


ππΔ
m

x  

 

)мН(36,1234441
36

1

......
1

210



  myyyy
m

M

 

 
 
 
 

 

  76,2143865,75
36

2

1cos
2

1cos

...1cos

...21cos

11cos

2

1

2

1

1






































m

m

xy
m

xmy

xy

xy

xy

m
A

Δλ

Δ
Δλ
Δ
Δ

 

 
 
 
  


























xmky

xky

xky

xky

m
A

m

k

Δ
Δλ
Δ
Δ

cos

...cos

...2cos

1cos

2 2

1

 

 


 
m

k xky
m

A
1

cos
2 Δ  

 
 
 
  


























xmky

xky

xky

xky

m
B

m

k

Δ
Δλ
Δ
Δ

sin

...sin

...2sin

1sin

2 2

1

 

 


 
т

k xky
m

B
1

sin
2 Δ  

 












т

m

y
т

yyyy
m

M

0

210

1

......
1

 

10
36

22


ππΔ
m

x  

 

)мН(36,1234441
36

1

......
1

210



  myyyy
m

M

 

 
 
 
 

 

  76,2143865,75
36

2

1cos
2

1cos

...1cos

...21cos

11cos

2

1

2

1

1






































m

m

xy
m

xmy

xy

xy

xy

m
A

Δλ

Δ
Δλ
Δ
Δ

 

 
 
 
  


























xmky

xky

xky

xky

m
A

m

k

Δ
Δλ
Δ
Δ

cos

...cos

...2cos

1cos

2 2

1

 

 


 
m

k xky
m

A
1

cos
2 Δ  

 
 
 
  


























xmky

xky

xky

xky

m
B

m

k

Δ
Δλ
Δ
Δ

sin

...sin

...2sin

1sin

2 2

1

 

 


 
т

k xky
m

B
1

sin
2 Δ  

 












т

m

y
т

yyyy
m

M

0

210

1

......
1

 

10
36

22


ππΔ
m

x  

 

)мН(36,1234441
36

1

......
1

210



  myyyy
m

M

 

 
 
 
 

 

  76,2143865,75
36

2

1cos
2

1cos

...1cos

...21cos

11cos

2

1

2

1

1






































m

m

xy
m

xmy

xy

xy

xy

m
A

Δλ

Δ
Δλ
Δ
Δ

 

 
 
 
  


























xmky

xky

xky

xky

m
A

m

k

Δ
Δλ
Δ
Δ

cos

...cos

...2cos

1cos

2 2

1

 

 


 
m

k xky
m

A
1

cos
2 Δ  

 
 
 
  


























xmky

xky

xky

xky

m
B

m

k

Δ
Δλ
Δ
Δ

sin

...sin

...2sin

1sin

2 2

1

 

 


 
т

k xky
m

B
1

sin
2 Δ  

 












т

m

y
т

yyyy
m

M

0

210

1

......
1

 

10
36

22


ππΔ
m

x  

 

)мН(36,1234441
36

1

......
1

210



  myyyy
m

M

 

 
 
 
 

 

  76,2143865,75
36

2

1cos
2

1cos

...1cos

...21cos

11cos

2

1

2

1

1






































m

m

xy
m

xmy

xy

xy

xy

m
A

Δλ

Δ
Δλ
Δ
Δ

 



М
А

Ш
И

Н
О

С
ТР

О
ЕН

И
Е 

 
О

М
С

К
И

Й
 Н

А
У

Ч
Н

Ы
Й

 В
ЕС

ТН
И

К
 №

 3
  (

19
1)

 2
02

4

42

Таблица 2

Вспомогательная таблица для расчёта коэффициентов Фурье

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

№ (λ) xλ yλ cos xλ yλ cos xλ sin xλ yλ sin xλ cos (2xλ) yλ cos (2xλ) sin (2xλ) yλ sin (2xλ)

1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0

2 10 –219 0,984808 –215,673 0,173648 –38,029 0,939693 –205,793 0,34202 –74,9024

3 20 –275 0,939693 –258,415 0,34202 –94,0555 0,766044 –210,662 0,642788 –176,767

4 30 –138 0,866025 –119,512 0,5 –69 0,5 –69 0,866025 –119,512

5 40 76 0,766044 58,21938 0,642788 48,85186 0,173648 13,19726 0,984808 74,84539

6 50 232 0,642788 149,1267 0,766044 177,7223 –0,17365 –40,2864 0,984808 228,4754

7 60 268 0,5 134 0,866025 232,0948 –0,5 –134 0,866025 232,0948

8 70 209 0,34202 71,48221 0,939693 196,3958 –0,76604 –160,103 0,642788 134,3426

9 80 108 0,173648 18,754 0,984808 106,3592 –0,93969 –101,487 0,34202 36,93818

10 90 0 6,13E-17 0 1 0 –1 0 1,23E-16 0

11 100 –108 –0,17365 18,754 0,984808 –106,359 –0,93969 101,4868 –0,34202 36,93818

12 110 –209 –0,34202 71,48221 0,939693 –196,396 –0,76604 160,1033 –0,64279 134,3426

13 120 –289 –0,5 144,5 0,866025 –250,281 –0,5 144,5 –0,86603 250,2813

14 130 –295 –0,64279 189,6223 0,766044 –225,983 –0,17365 51,22621 –0,98481 290,5183

15 140 –224 –0,76604 171,594 0,642788 –143,984 0,173648 –38,8972 –0,98481 220,5969

16 150 –174 –0,86603 150,6884 0,5 -87 0,5 –87 –0,86603 150,6884

17 160 –353 –0,93969 331,7115 0,34202 –120,733 0,766044 –270,414 –0,64279 226,904

18 170 –802 –0,98481 789,8158 0,173648 –139,266 0,939693 –753,633 –0,34202 274,3002

19 180 0 –1 0 1,23E-16 0 1 0 –2,5E-16 0

20 190 2421 –0,98481 –2384,22 –0,17365 –420,402 0,939693 2274,996 0,34202 828,0308

21 200 1391 –0,93969 –1307,11 –0,34202 –475,75 0,766044 1065,568 0,642788 894,1176

22 210 865 –0,86603 –749,112 –0,5 –432,5 0,5 432,5 0,866025 749,112

23 220 679 –0,76604 –520,144 –0,64279 –436,453 0,173648 117,9071 0,984808 668,6845

24 230 596 –0,64279 –383,101 –0,76604 –456,562 –0,17365 –103,494 0,984808 586,9454

25 240 485 –0,5 –242,5 –0,86603 –420,022 -0,5 –242,5 0,866025 420,0223

26

27 250 329 –0,34202 –112,525 –0,93969 –309,159 –0,76604 –252,029 0,642788 211,4771

28 260 163 –0,17365 –28,3047 –0,98481 –160,524 –0,93969 –153,17 0,34202 55,74928

29 270 0 –1,8E-16 0 –1 0 –1 0 3,68E-16 0

30 280 –109 0,173648 –18,9277 –0,98481 107,344 –0,93969 102,4265 –0,34202 37,2802

31 290 –248 0,34202 –84,821 –0,93969 233,0438 –0,76604 189,979 –0,64279 159,4113

32 300 –270 0,5 –135 –0,86603 233,8269 –0,5 135 –0,86603 233,8269

33 310 –235 0,642788 –151,055 –0,76604 180,0204 –0,17365 40,80732 –0,98481 231,4298

34 320 –80 0,766044 –61,2836 –0,64279 51,42301 0,173648 –13,8919 –0,98481 78,78462

35 330 157 0,866025 135,966 –0,5 –78,5 0,5 78,5 –0,86603 –135,966

36 340 273 0,939693 256,5361 –0,34202 –93,3715 0,766044 209,1301 –0,64279 –175,481

37 350 217 0,984808 213,7033 –0,17365 –37,6817 0,939693 203,9133 –0,34202 –74,2184

38 360 0 1 0 –2,5E-16 0 1 0 –4,9E-16 0

Сумма 4441 –3865,75 –3224,93 2484,88 6689,29



О
М

С
К

И
Й

 Н
А

У
Ч

Н
Ы

Й
 ВЕС

ТН
И

К
 №

 3 (191) 2024
М

А
Ш

И
Н

О
С

ТРО
ЕН

И
Е 

43

                                                 . 		

2.1. Гармоника первого порядка
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Так как угол α
1
 находится в третьей четверти  

(A
1
 < 0, B

1
 < 0), то α

1
 = 180 º + arctg1,99 = 180 º + 

50,16 º = 230,16 º (табл. 1).
Уравнение кривой гармоники первого порядка 

(обозначим её M(1)) (рис. 3а), согласно расчётным 
данным и формуле (6), будет иметь вид

                                                     .

2.2. Гармоника второго порядка

                                       

                                                .

                                               .
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Так как угол α
2
 находится в первой четверти  

(A
2
 < 0, B

2
 < 0), то α

2
 = arctg 0,37 = 20,37 º.

Уравнение кривой гармоники второго порядка 
(M(2)) (рис. 3б), согласно расчётным данным и фор-
муле (6), будет иметь вид

M(2) = 396,64 ∙ sin(2x + 20,37 º).
			 

Действуя аналогично, можно произвести расчёт 
гармоник 3, 4 и т.д. порядков. Графики соответству-
ющих кривых представлены на рис. 2. Приближен-
ное уравнение кривой заданного момента по двум 
рассчитанным гармоникам можно представить  
в виде

                                                  .
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Рис. 3. Гармоники первого (а) и второго (б) порядков 
крутящего момента одного цилиндра дизеля ЯМЗ-5340
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периода рабочего процесса двигателя к периоду 
соответствующей гармоники. Порядок математиче-
ских гармоник одинаков как для двухтактных, так и 
для четырехтактных двигателей. 

Заменив абсциссы xλ через углы поворота колен-
чатого вала ωt, получим моторные гармоники (см. 
формулу (6))

                                                 .		

Следует отметить, что «для четырехтактных дви-
гателей порядки моторных гармоник: 1/2; 1; 1,5;  
2; …; k/2-й и математических: 1; 2; 3; …; k-ой гармо-
ник не совпадают, но они совпадают для двухтакт-
ных двигателей, так как в этих двигателях рабочий 
процесс совершается за 1 оборот коленчатого вала  

и ω
в
=ω, тогда как для 4-тактных двигателей 
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»  

[1, c. 234–235].
3. Определение номера резонирующей гармони-

ки крутящего момента. Определение номера резо-
нирующей гармоники крутящего момента является 
основной задачей при расчете коленчатого вала на 
крутильные колебания. Если частота вынужден-
ных колебаний данной опасной гармоники за один 
оборот, с учетом резонансного числа  оборотов ко-
ленчатого вала в минуту, совпадет с частотой соб-
ственных колебаний вала в минуту, то произойдет 
резонанс, при котором амплитуда (угол закручива-
ния) достигнет предельного значения и коренная 
шейка вала под действием высокого напряжения 
среза может разрушиться [13–15].

Полный расчет коленчатого вала дизеля ЯМЗ-
5340 (4ЧН 10,5/12,8) на крутильные колебания был 
выполнен по методике, изложенной в работах [1, 
2]. В данной статье важным является определение 
номера резонирующей гармоники, которая может 
вызвать резонанс при изменении частоты враще-
ния коленчатого вала от 600 до 2300 мин–1. Диаметр 
приведенного вала был принят равным 70 мм, масса 
поршня 1,3 кг, масса шатуна 2,5 кг, момент инерции 
маховика 0,78 кг ∙ м2.

На жесткость приведенного вала (С
пр
) влияют 

модуль упругости материала (G
упр

), длина приведен-
ного вала (L

пр
) и диаметр вала (d

в
). Жесткость вала 

определяем по формуле [2]:

С
пр
 = G

упр
∙J

пол
 / L

пр
 = 8 ∙ 1010 ∙ 3,14 –

– 0,074 / (32 ∙ 0,2) = 942 000 Н∙м,        (10)

где G
упр

 = 8 ∙ 1010 Н/м2 — модуль упругости при 
кручении для стали 45Х; J

пол
 = p ∙ d

в
4 / 32 — по-

лярный момент инерции сечения вала, м4 (d
в
 — 

внешний диаметр приведенной шейки вала 0,07 м);  
L

пр
 — приведенная длина вала, 0,2 м.
Жесткость вала представляет собой крутящий 

момент (Н ∙ м), который необходимо приложить  
к валу, чтобы закрутить его на 1 º.

Частоту собственных круговых колебаний, при-
веденных к одноузловой системе с двумя массами, 
определим из выражения 

 ,       (11)

где J
мах

 — момент инерции маховика, 0,78 кг ∙ м2; 
J

пр
 — момент инерции приведенных (объединен-

ных) масс четырех цилиндров дизеля ЯМЗ-5340,             
0,1 кг ∙ м2.

Число собственных колебаний в минуту Ω
кол

 
приведенного вала с двумя массами определим по 
формуле 

                                                ,
   

            (12)

Известно, что 1 рад/с = 60 / 2π кол/мин.
По формуле (13), которая представляет основное 

уравнение резонанса, определим порядок (номер) 
гармоники резонирующей (Г

рез
) и угловую скорость 

вращения вала ω
р
 при резонансе [2] 

                             .                     (13)

Для четырехтактных дизелей значение Г
рез

 = 0,5; 
1; 1,5; 2; 2,5; 3 и т.д. В первом приближении частоту 
Г

рез
 принимаем равной 14 колебаний за один оборот 

коленчатого вала (360 º, или 2π).
Определим частоту вращения коленчатого вала 

(количество оборотов в минуту), которая соответ-
ствует резонансному режиму

n
р
 = Ω

кол 
/ Г

рез
 = 31146 / 14 = 

= 2224,7 мин–1 (или об/мин).           (14)

Из анализа формулы (14) следует, что величина 
n

р
 находится в диапазоне частот вращения коленча-

того вала дизеля ЯМЗ-5340 (600–2300 мин–1).
Угловая скорость вращения коленчатого вала 

двигателя при резонансном числе оборотов n
р
 ко-

ленчатого вала равна

ω
р
 = 2π ∙ n

р
 / 60 = 6,28 ∙ 2224,7 / 60 = 

=232,8 рад/с.

Уравнение (13) в окончательном виде должно 
быть записано так, чтобы единицы измерения ве-
личины в левой и правой частях равенства совпали 
(кол/мин = кол/мин). 

Г
рез

 (кол/об) ∙ n
р
 (об/ мин) = Ω

кол
 (кол/мин).

14 ∙ 2224,7 = 31146.

Для обеспечения равенства левой и правой ча-
стей уравнения (13) частота  резонирующей  гармо-
ники (Г

рез
) должна быть равна 14.

Из выражения (14) следует, что для двигателя 
ЯМЗ-5340 при частоте вращения коленчатого вала 
2224,7 мин–1 (диапазон частот 600–2300 мин–1)  
и резонирующей гармоники 14 могут возникнуть 
резонансные колебания. 

Для надежной и долговечной работы коленчато-
го вала он должен иметь гаситель крутильных ко-
лебаний.
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Выводы 
1.  Приведена методика расчета гармоник крутя-

щего момента дизеля Ярославского моторного за-
вода ЯМЗ 5340 мощностью 100 кВт и частоте вра-
щения коленчатого вала 2300 мин–1, представлена 
вспомогательная таблица для расчета коэффициен-
тов Фурье.

2.  Рассмотрен пример расчета гармоник первого 
и второго порядков крутящего момента дизельного 
двигателя марки ЯМЗ-5340.

3.  Определены частоты собственных и вынуж-
денных колебаний коленчатого вала в минуту и его 
резонирующая критическая частота вращения. 

4.  Определён номер гармоники крутящего мо-
мента, равный 14, который по частоте вынужден-
ных колебаний, с учетом резонансного числа оборо-
тов коленчатого вала в минуту, совпадет с частотой 
собственных колебаний и вызывает резонанс, при-
водящий к поломке коленчатого вала.
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HARMONIC ANALYSIS 
OF THE TORQUE 
OF THE YAMZ-5340 ENGINE
The purpose of the study is to find a technique and conduct on its basis a harmonic 
analysis of the torque of an internal combustion engine for the subsequent 
determination of resonant vibrations of the crankshaft. The method of calculating 
the harmonics of the engine torque is given on the example of a YaMZ-5340 diesel 
engine with a power of 100 kW at a crankshaft rotation speed of 2300 min-1. Based 
on the results of thermal and dynamic calculation of the YaMZ-5340 engine, a graph 
of changes in its torque is constructed and harmonics of the first and second orders 
are calculated. The frequencies of natural and forced vibrations of the crankshaft 
and its resonant critical rotation frequency are determined. The number of the 
torque harmonic has been determined, which, according to the frequency of forced 
vibrations, coincides with the frequency of natural vibrations and causes resonance. 
The results of the study can be applied in the design and fine-tuning of engines in 
order to calculate and reduce torsional vibrations.

Keywords: internal combustion engine, torque, torsional vibrations, harmonic, 
frequency and amplitude, resonance.
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КАЧЕСТВЕННАЯ МОДИФИКАЦИЯ
ГЕОМЕТРИЧЕСКИ 
ОРИЕНТИРОВАННЫХ МЕТОДОВ 
ПОСТРОЕНИЯ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ
КРИВЫХ В C3D FAIRCURVEMODELER
В статье приводится подробный алгоритм улучшения команды C3D 
FairCurveModeler построения пространственной кривой класса F с аппрокси-
мацией посредством рациональной кубической сплайновой кривой (NURBzS-
кривой) и с аппроксимацией посредством B-сплайновой кривой высокой 
степени. Улучшение достигается за счёт оптимизации структуры простран-
ственного Геометрического Определителя Эрмита при определении его  
на пространственной виртуальной кривой (V-кривой), построенной на мно-
жестве К2П (конических кривых) двойного соприкосновения. Структура Гео-
метрического Определителя Эрмита улучшается в операции определения ка-
сательной в опорной точке путем переопределения направления касательной 
с учетом пространственных направлений касательных в концевых точках сег-
мента К2П при построении множества К2П двойного соприкосновения. 
Для демонстрации модифицированного метода в работе показывается: 
1) улучшение качества конической спирали, моделируемой штатной коман-
дой _Helix CAD-систем ZWCAD, BricsCAD, AutoCAD с помощью команды C3D 
FairCurveModeler построения NURBzS-кривой;
2) построение B-сплайновой кривой 8-й степени на точках конической спирали 
командой C3D FairCurveModeler и сравнение с аналогичными построениями  
в CAD-системах, ‘AliasDesignStudio’, NX, декларирующих возможность постро-
ения кривых высокого качества (класса A).

Ключевые слова: пространственная сплайновая кривая, C3D FairCurveModeler, 
геометрическое ядро C3D, C3D FairCurveModeler, К2П, конические кривые, 
кривые класса A, кривые класса F.

Введение. Сплайны активно используются и раз-
виваются в инженерной геометрии [1–10]. В дан-
ной работе авторы предлагают алгоритм улучшения 
изогеометрического построения пространственной 
глобальной сплайновой кривой, основанной на по-
строении плоской виртуальной кривой (V-кривой) 
высокого качества. Проблема изогеометрического 
построения кривых впервые была поставлена в ра-
боте [11]. В качестве примеров дальнейшей работы 
по изогеометрической (в англоязычной литературе 
как «shapepreserving») аппроксимации сплайнами 
можно привести работы [12–14]. 

В работе [15] приведены формулы работы  
с рациональными сплайновыми кривыми Безье 
(NURBzS-кривыми) (вычисления / уплотнения, 
повышения степени, перехода от представле- 

ния конической кривой в виде соприкасающего-
ся треугольника и инженерного дискриминанта  
к NURBzS-представлению и наоборот), формулы 
изогеометрической аппроксимации Геометриче- 
ского Определителя (ГО) Эрмита второго порядка 
фиксации посредством NURBzS-кривой. Эти фор-
мулы вошли в золотой фонд методов геометриче-
ского ядра C3D [16] и были использованы для раз-
работки приложений CAD-систем [17].

Однако метод изогеометрической аппроксима-
ции для построения пространственного ГО Эрмита 
второго порядка фиксации посредством кубической 
NURBzS-кривой не обеспечивает непрерывности 
кручения (рис. 1, слева), где NURBzS-кривая — это 
последовательность сегментов плоских рациональ-
ных кубических кривых Безье.
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В работе [15] предлагается улучшение алгоритма 
аппроксимации пространственной кривой.

Общий алгоритм следующий. Предварительно 
пространственная ломаная «укладывается» на пло-
скость с сохранением углов между звеньями. За-
тем строится плоская V-кривая высокого качества 
(кривая класса C5 [5]). На каждом цикле генерации 
точек V-кривой формируется множество кривых 
второго порядка (К2П) двойного соприкосновения. 
На последнем цикле генерации и формируется ГО 
Эрмита второго порядка фиксации в виде опорной 
ломаной с фиксированными касательными и векто-
рами кривизны в каждой опорной точке. Множе-
ство К2П двойного соприкосновения дают в каждой 
узловой точке V-кривой вектор касательной и зна-
чение кривизны. На плоском ГО Эрмита строится 
плоская сплайновая кривая Безье. Затем плоская 
сплайновая кривая Безье переносится на простран-
ственную исходную ломаную. Плоский сегмент 
переносится в плоский сегмент пространственного 
треугольника [15].

Смежные дуги пространственной кубической 
NURBzS-кривой после реконструкции на простран-
ственную исходную ломаную находятся в разных 
плоскостях. Для построения пространственной кри-
вой с непрерывным кручением в работе [15] пред-
лагается следующая схема. С помощью функции 
повышения степени (ElevateDegree) производится 
переход от кубической NURBzS-кривой к эквива-
лентному представлению NURBzS-кривой 6-й сте-
пени. Для обеспечения непрерывности кручения 
у смежных дуг смежные тройки управляющих то-
чек проецируются в одну плоскость. Эта плоскость 
может быть биссекторной плоскостью, проходя-
щей через общий касательный отрезок смежных 
B-полигонов. По графикам кривизны (рис. 1, тонкая 
линия) можно судить о качестве построения кри-
вых. Кривая, построенная посредством NURBzS-
кривой 6-й степени, которая расположена справа, 
является более качественной, чем кривая слева, по-
строенная посредством кубической NURBzS-кривой.  
Но данное улучшение не является идеальным. 

Цель разработки модифицированного мето-
да — построение более качественных простран-
ственных кривых с улучшенными показателями, 
такими как плавность изменения кривизны и кру- 
чения.

1. Улучшение алгоритма построения простран-
ственного ГО Эрмита. Чтобы показать принцип 
улучшения алгоритма, приведем основные этапы 

алгоритма построения кривой, которые даны в ра-
боте [18]:

1. Построение эскиза кривой, которая может 
быть задана различными способами, например, 
множеством точек.

2. Определение или построение геометрическо-
го определителя, заданного с помощью опорной 
или касательной ломаной. Форма ломаных должна 
однозначно определять форму кривой, то есть быть 
изогеометрической.

3. Построение алгоритма генерации точек кри-
вой на заданных параметрах геометрического опре-
делителя. 

4. Выделение управляющих параметров геоме-
трического определителя аппроксимирующей кри-
вой и ее редактирование. 

Итерационная схема построения V-кривой для 
уплотнения спецификации геометрического опре-
делителя следующая: 1) на опорной или касатель-
ной ломаной строится базис сплайна как множество 
дважды соприкасающихся К2П; 2) генерируются 
точки кривой на множестве дважды соприкасаю-
щихся К2П.

Алгоритмы вычисления параметров К2П являют-
ся геометрически ориентированными и основаны 
на методах начертательной геометрии [19, 20]. Эта 
операция реализуется в программе TangentToConic 
определения касательной и инженерного дискри-
минанта в промежуточной точке. Программа реали-
зует графоаналитический алгоритм. 

Суть геометрически ориентированного подхо-
да поясняется следующей схемой. Пусть задан со-
прикасающийся треугольник с конической кривой  
и точка P на кривой (рис. 2).

Предварительно в соприкасающемся треуголь-
нике ABC вводится аффинная система координат. 
В этой системе координат высота равнобедренного 
треугольника равна 1, длина основания равна 1. Вво-
дится плоскость, перпендикулярная плоскости тре- 
угольника ABC. На прямой, проходящей через точку 
B параллельно введенной плоскости, устанавливает-
ся источник центрального проецирования S таким 
образом, что точка P проецируется на введенную 
плоскость в точку P', принадлежащую окружности 
с диаметром AC. Боковые стороны треугольника 
проецируются на введенную плоскость в виде двух 
параллельных прямых. Сегмент конической кривой 
преобразуется в дугу полуокружности. Заданная 
точка P переходит в точку P' на полуокружности. 
Определяется в точке P’ полуокружности касатель-

Рис. 1. Метод аппроксимации ГО Эрмита второго порядка 
фиксации посредством кубической NURBzS кривой (слева) 

и посредством NURBzS-кривой 6-й степени (справа) [14]

Рис. 2. Определение параметров конической кривой 
графоаналитическим способом
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ная прямая. Затем обратными проективными пре-
образованиями касательная прямая к окружности 
переходит в касательную прямую в аффинной си-
стеме координат. Точка D' пересечения полуокруж-
ности с высотой переходит в точку D пересечения 
медианы с сегментом К2П в аффинном треугольни-
ке. По точке D определяется инженерный дискри-
минант кривой и другие параметры квадратичной 
NURBzS-кривой. 

В алгоритм построения пространственной 
V-кривой [15] на этапе построения множества К2П 
двойного соприкосновения в пункте определения 
касательной к конической кривой добавляется опе-
рация коррекции направления касательной с уче-
том пространственных направлений касательных в 
концевых точках сегмента конической кривой. 

Модифицируется построение базиса сплайна. 
Базис сплайна на пространственной опорной лома-
ной {T

i
} строится как множество дважды соприка-

сающихся К2П {Ri}. 
Алгоритм представляет собой итерационное пе-

реопределение касательных прямых {P
i
} в опорных 

точках {T
i
}.

Первоначально в каждой опорной точке P
i
 на-

правление пространственной касательной прямой 
параллельно хорде опорной ломаной и вектор ка-
сательной лежит в плоскости треугольника T

i–1
, T

i
, 

T
i+1

.
Определяется направление касательной прямой 

P
i
 на плоскости треугольника T

i–1
, T

i
, T

i+1
 по схе-

ме (рис. 2). Пространственные касательные P
i–1

,P
i+1 

при этом проецируются на плоскость треугольни-
ка T

i–1
, T

i
, T

i+1
. После определения касательной P

i  

в плоскости треугольника T
i–1

, T
i
, T

i+1
 выполняется 

коррекция направления касательной в опорной точ-
ке T

i
 с усреднением пространственных направлений 

касательных P
i–1

,P
i+1 

 в концевых точках T
i–1

, T
i+1

 
сегментов R

i
 К2П. Усреднение выполняется следую-

щим образом. Определяется точка T
i–1,i

 псевдопере-
сечения пространственной касательной прямой P

i–1
 

с касательной прямой P
i
, принадлежащей плоско-

сти треугольника P
i–1

, P
i
, P

i+1 
. Точка псевдопере-

сечения лежит на середине отрезка, соединяющего 
ближайшие точки скрещивающихся прямых. Таким 
же образом определяется точка T

i,i+1
 псевдопересе-

чения касательной прямой P
i
 с касательной прямой 

P
i+1

, Пространственное направление касательной P
i  

в точке T
i
 определяется вектором T

i–1,i
T

i,i+1
. 

В модифицированной программе вводится фраг-
мент 1, который изменяет направление искомой ка-
сательной p3 с учетом направлений исходных каса-
тельных в точках p1 и p2.

Фрагмент 1
//----------------------------------------------------------------
// Определение касательного вектора к конике,
// инженерного дискриминаната.
// ---
MbResultType
TangentToConic ( const c3d::PointVector3D & 

p1_d,  // первая точка с касательной
const c3d::PointVector3D & p2_d,  // вторая точка 

с касательной
                c3d::PointVector3D & p3_d,        // 

третья точка  с искомой касательной
double& d0 )  // дискриминант
{
   // Модификация для пространственной лома-

ной
  // Касательная p3 лежит в плоскости треуголь-

ника опорных точек

  // Поворот касательной по направлениям про-
странственных кривых

MbCartPoint3D pnt1, pnt2;
LineIntersectIn3D(p1_d.first, p1_d.second, t3, p3, 

pnt1); 
// определение точки пересечения pnt1 прямых  

p1 и (t3, p3)
LineIntersectIn3D(t3, p3, p2_d.first, p2_d.second, 

pnt2); 
// определение точки пересечения pnt2 прямых 

(t3, p3) и p2
  MbVector3D tng3(pnt1, pnt2); // вектор, соеди-

няющий точки пересечения
  tng3.Normalize(); // нормализация простран-

ственного вектора касательной 
p3_d.second = tng3;
  //Модификация END
2. Аппроксимация пространственного ГО Эр-

мита посредством NURBzS. При аппроксимации 
V-кривой на ГО Эрмита второго порядка фиксации 
посредством NURBzS-кривой локальный B-полигон 
сегмента плоской кубической рациональной кри-
вой Безье определяется следующим образом [15, 
16]. На участке T

i–1
, T

i
 по заданным К2П R

i–1
, R

i
 

определяются квадратичные рациональные кривые 
Безье. Затем определяются плоские B-полигоны 
рациональных кубических кривой Безье путем по-
вышения степени сегментов конических кривых  
в формате рациональных квадратичных кривых 
Безье. Определяется результирующий B-полигон 
путем усреднения исходных и на результирующем 
B-полигоне определяется рациональная кубическая 
кривая Безье, которая имеет кривизны в точках  
T

i–1
, T

i
, совпадающие с кривизнами К2П R

i–1
, R

i
. Да-

лее первое звено укладывается на пространствен-
ную касательную P

i–1
 в точке T

i–1
, третье звено 

укладывается на касательную P
i
 в точке T

i
. Ниже 

приводится фрагмент 2 программы
Фрагмент 2
//----------------------------------------------------------------
// Построение сегмента кубической NURBzS  

по концевым точкам, касательным
// и значениям кривизна
//---
voidGetNurbsCubicSegment( const 

c3d::PointVector3D & p1,  // Первая точка с каса-
тельным вектором

const c3d::PointVector3D & p2,  // Вторая точка с 
касательным вектором

doubled_fix,   // Инженерный дискриминант
double cvt_0,   // Кривизна в первой точке
double cvt_1,   // Кривизна во второй точке 
MbVector3D v[], // GB-полигон
double u[] )    // узлы
//Модификация для пространственного ГО
  MbVector3D v_r0_bp1, v_r3_bp2;
  v_r0_bp1 = bp[1] - r0;   // Вектор первого зве-

на плоского  B-полигона
  v_r3_bp2 = bp[2] - r3;   // Вектор третьего зве-

на плоского B-полигона
double s_r0_bp1, s_r3_bp2;
  s_r0_bp1 = v_r0_bp1.Length();
  s_r3_bp2 = v_r3_bp2.Length();
r1 = r0 + s_r0_bp1 * p1.second;  // Укладка пер-

вого звена на первую касательную
r2 = r3 - s_r3_bp2 * p2.second;  // Укладка тре-

тьего звена на вторую касательную
Протестируем модифицированный метод. Для 

тестирования используется функционал приложе-
ния FairCurveModelerapp ZWCAD [21] / BricsCAD 
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[22] / AutoCAD [23], разработанного в системе 
ToolKit C3D [24]. Вот как выглядит NURBzS-кривая 
после улучшения алгоритма (рис. 3) по сравнению  
с кривой из работы [15] (рис. 1).

2.1.  Улучшение качества примитивов CAD-
систем. Проведем сравнительное тестирование 
с методом аппроксимации примитива _Helix  
в ZWCAD, BricsCAD, AutoCAD: 

1) построим примитив _Helix в ZWCAD и про-
тестируем качество (рис. 4).

Как видим по графикам кривизны, построен-
ная кривая не удовлетворяет базовым требованиям  
к плавности; 

2) попробуем улучшить качество штатной кони-
ческой кривой. Снимем точки с примитива _Helix  
и построим кривую с помощью команды постро-
ения V-кривой и аппроксимации NURBzS-кривой 
(рис. 5).

Как видим, качество конической спирали суще-
ственно улучшилось. 

3. Аппроксимация пространственного ГО Эрми-
та посредством B-сплайновой кривой. Второй метод 
изогеометрической аппроксимации пространствен-
ного ГО Эрмита — метод построения B-сплайновой 
кривой высокой четной степени. Метод был пред-
ложен в работе [25]. 

Предложенный алгоритм полностью ломает 
стереотипы построения глобальных B-сплайновых 
кривых и укладывается в новое направление разра-
ботки геометрически ориентированных алгоритмов 
построения кривых.

Применительно к плоскому ГО Эрмита алгоритм 
описывается следующим образом. Используется 
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 и множество касательных    niiP 0  
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таким образом, что касательная ломаная 
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,  
определенная точками пересечения касательных, 
будет изогеометрична моделируемой кривой. 

Формулируется задача изогеометрического по-
строения на плоской ломаной инцидентную точкам 
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 B-сплайновой кривой. Необходимо определить 
B-сплайновую кривую r(u) четной степени, изогео-
метрическую форме ломаной 
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 и инцидентную 
точкам 
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 в точках ξ
i
 фик-

сированной сетки Δu: u
i–1

< ξ <u
i+1

, i = 1,…,n – 1; 
ξ

0
= u

0
 … ξ

n
 = u

n
.

Ключевым моментом в предлагаемом итераци-
онном алгоритме является то, что область коррект-
ности решения ограничивается условием изогеоме-
тричности s-полигона форме касательной ломаной 
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.
Пусть на некотором j-ом шаге приближения 

в области корректности получен s-полигон 
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(рис. 6). 

Невязка локального приближения на участке  
u

i–1
< u <u

i+1
 определяется  как кратчайшее расстоя-

ние 
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 от точки P
i
 до B-сплайновой кривой:

                                         ,			 
		

 .                       (1)

Точки 
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 получаются как точки пересече-
ния прямых 
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 совпадающих со звеньями 
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Переопределяются точки 
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 параллельным 
смещением прямой 
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 на величину локальной невяз-
ки — 
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. Точки пересечения смещенной прямой  
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с прямым 
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 определят новые точки 
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.  
Модифицированный s-полигон  
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уменьшит локальную невязку 
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. Благодаря свой-
ствам B-сплайнов, влияние точек 
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  наибо-
лее сильно на отрезке u

i–1
< u <u

i+1
, резко умень-

шается за его пределами и становится нулевым  
за пределами отрезка u

i–m/2
< u <u

i+m/2
.

На основе этого свойства строится регуляризи-
рующий алгоритм последовательных приближений 
как последовательность параллельных смещений 
звеньев 
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, на величины — 

 niiP 0  

  1
0
n

iV  

  niPrP ii
n
ii ,,1,0,)(:0   

i  

 jiV  

j
i  

  i
j
i

jj
i Pr   

11   i
j
ii uu  

j
iV , j

iV 1  

j
iP 1 ,

j
iP ,

j
iP 1 , 

j
i

j
i VV 1 , j

i
j

i VV 1 , j
i

j
i VV 21  . 

j
iP  

j
iP 1 ,

j
iP 1  

1j
iV , 1

1


j

iV  

j
iV 1 , 1

1
1 


 j

i
j

i VV , j
iV 2  

1j
iV , 1

1


j

iV  

j
i

j
i

j
i VVP 1  

  i
j
i

jj
i Pr   

 jijr   

  1
0
n

iV  

  2
1
kn

kiV


  

 niiP 0  

 

, 0,1,…n.
Для построения пространственной B-сплайновой 

кривой алгоритм модифицируется следующим об-
разом. 

Рис. 3. NURBzS-кривая, построенная 
по улучшенному алгоритму

Рис. 4. Примитив _Helix в ZWCAD. Слева в изометрии,
 справа — вид сверху на эволюту (увеличено). Построены 

графики кривизны (тонкие линии большего диаметра)
и эволюты на изометрии (в центре, 

волнистая тонкая линия)

Рис. 5. Построена NURBzS-кривая на точках примитива 
_Helix. Построены графики кривизны (тонкая линия 

с большим диаметром) и эволюты (в центре изометрии,
 волнистая тонкая линия). Слева — изометрия, 
справа — вид сверху на эволюту (увеличено)

Рис. 6. Схема алгоритма 
приближения [15]
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B-сплайновая кривая восстанавливается непо-
средственно на пространственном ГО Эрмита. Ос-
новным алгоритмом и в этом случае остается ал-
горитм приближения плоской кривой. Невязка (1) 
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 определяется как вектор расстояния 
от точки 

 niiP 0  

  1
0
n

iV  

  niPrP ii
n
ii ,,1,0,)(:0   

i  

 jiV  

j
i  

  i
j
i

jj
i Pr   

11   i
j
ii uu  

j
iV , j

iV 1  

j
iP 1 ,

j
iP ,

j
iP 1 , 

j
i

j
i VV 1 , j

i
j

i VV 1 , j
i

j
i VV 21  . 

j
iP  

j
iP 1 ,

j
iP 1  

1j
iV , 1

1


j

iV  

j
iV 1 , 1

1
1 


 j

i
j

i VV , j
iV 2  

1j
iV , 1

1


j

iV  

j
i

j
i

j
i VVP 1  

  i
j
i

jj
i Pr   

 jijr   

  1
0
n

iV  

  2
1
kn

kiV


  

 niiP 0  

 

 на пространственной B-сплайновой 
кривой до вершины P

i
 пространственной ломаной 

инцидентности P
i
. Исходная пространственная ка-

сательная ломаная 
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 и последующие ломаные 
управляющих точек 
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 по итерациям прибли-
жения определяются точками «псевдопересечения»
скрещивающихся касательных прямых 

 niiP 0  

  1
0
n

iV  

  niPrP ii
n
ii ,,1,0,)(:0   

i  

 jiV  

j
i  

  i
j
i

jj
i Pr   

11   i
j
ii uu  

j
iV , j

iV 1  

j
iP 1 ,

j
iP ,

j
iP 1 , 

j
i

j
i VV 1 , j

i
j

i VV 1 , j
i

j
i VV 21  . 

j
iP  

j
iP 1 ,

j
iP 1  

1j
iV , 1

1


j

iV  

j
iV 1 , 1

1
1 


 j

i
j

i VV , j
iV 2  

1j
iV , 1

1


j

iV  

j
i

j
i

j
i VVP 1  

  i
j
i

jj
i Pr   

 jijr   

  1
0
n

iV  

  2
1
kn

kiV


  

 niiP 0  

 

. Эти 

точки совпадают с серединой отрезка, которые со-
единяют ближайшие точки касательных прямых. 

Проверим, как работает алгоритм на оптимизи-
рованном пространственном ГО Эрмита (рис. 1).

Выполним сравнительное тестирование с CAD-
системами ‘RhinoCeros 3D’ [26], ‘AliasDesignStudio’ 
[27] и NX [28] демо-версий 2023–2024 гг.

В качестве исходных данных используем точки 
(Приложение 1), снятые с пространственного при-
митива _Helix (конической спирали).

Построим B-сплайновую кривую степени 8  
на этих точках в FairCurveModeler (рис. 7).

Эволюта практически идеальной формы, за ис-
ключением концевых участков. Это кривая клас- 
са F. 

3.1. Сравнение с ‘AliasDesignStudio’. Построим 
на тех же точках B-сплайновую кривую 7-й степени 
в ‘AliasDesignStudio’ (рис. 8). 7-я степень самая вы-
сокая в ‘AliasDesignStudio’.

Это не кривая класса F.
3.2. Сравнение с NX. Построим на тех же точках 

B-сплайновую кривую 7-й степени в NX (рис. 9).
Надо отдать должное разработчикам NX. Эво-

люта практически идеальной формы, за исключе-
нием концевых участков. Тем не менее метод NX 
не является методом класса F. В следующей статье 
авторы покажут существенные ограничения CAD-
систем, не позволяющие им претендовать на высо-
кое звание топ системы.

Выводы
1. Улучшен алгоритм построения пространствен-

ной V-кривой путем коррекции направлений каса-
тельных на пространственной ломаной при постро-
ении множества К2П двойного соприкосновения. 

2. Улучшен алгоритм аппроксимации V-кривой 
посредством NURBzS-кривой. Показана возмож-
ность существенного улучшения качества прими-
тива _Helix (конической спирали) в CAD-системах 
ZWCAD, BricsCAD, AutoCAD.

3. За счет качественной модификации геоме-
трически ориентированных методов достигнуто 
существенное улучшение качества B-сплайновой 
кривой высокой степени, которая аппроксими-
рует V-кривую. Сравнительное тестирование 
метода FairCurveModeler на примере построе-
ния B-сплайновой кривой высокой степени по-
казывает существенное преимущество перед ме-
тодами CAD-систем, таких как ‘RhinoCeros 3D’  
и ‘AliasDesignStudio’.
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QUALITATIVE MODIFICATION 
OF GEOMETRICALLY ORIENTED
METHODS FOR CONSTRUCTING 
SPATIAL CURVES 
IN C3D FAIRCURVEMODELER
The article provides a detailed algorithm for improving the C3D FairCurveModeler 
commands for constructing a class F spatial curve with approximation by a rational 
cubic spline Bezier curve (NURBzS-curve) and with approximation by a high-
degree B-spline curve. The improvement is achieved by optimizing the structure 
of the Hermite spatial Geometric Determinant when defining it on a spatial virtual 
curve (V-curve) created on a set of double-tap conical curves. The structure of 
the Hermite Geometric Determinant is improved by changing the direction of the 
tangents, taking into account the spatial directions of the tangents at the end points 
of the conic segments at the step of constructing the set of double-tap conical 
curves.
To demonstrate the modified method, the work shows
1) Improving the quality of a conical spiral modeled by the regular _Helix command 
of CAD systems ZWCAD, BricsCAD, AutoCAD by using the C3D FairCurveModeler 
command for creating a NURBzS-curve.
2) Construction of a B-spline curve of the 8th degree on the points of a conical spiral 
by the C3D FairCurveModeler command and comparison with similar constructions 
in the CAD systems 'Rhino Ceros D', 'Alias Design Studio', NX which declare the 
construction of high quality curves (class A).
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КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
АЭРОДИНАМИЧЕСКОГО ОБТЕКАНИЯ
И ОЦЕНКА ПЕШЕХОДНОЙ 
АЭРОДИНАМИЧЕСКОЙ 
КОМФОРТНОСТИ 
КОМПЛЕКСА ЗДАНИЙ
Приводятся и анализируются результаты компьютерного моделирования 
распределения ветровых потоков вблизи разноплановых объектов — боль-
шепролетного и высотного зданий. Анализ пешеходной аэродинамической 
комфортности проводился для вертикального объекта (высотное здание) от-
дельно и в комплексе с горизонтальным (большепролетное). Были получены 
поля распределения ветровых потоков. Результаты эксперимента показывают, 
что комплексная застройка влияет на их распределение. Изменяется вектор 
равнодействующей ветровой нагрузки. Меняется скорость и направление рас-
пределения ветровых потоков. Близкорасположенные здания либо создают 
«заслон». снижая скорость ветра, либо способны отражать потоки воздуха, 
создавая завихрения вблизи объектов.

Ключевые слова: компьютерное моделирование, ветровая нагрузка, пеше-
ходная комфортность, аэродинамическая комфортность, аэродинамические 
испытания, комплексная застройка, ветровое давление, воздушный поток.

Введение. Аэродинамика зданий и сооружений 
представляет собой отдельное направление науч-
ных и практических изысканий, нацеленных как  
на получение надежных данных при выполнении 
проектных работ, так и на оптимизацию методик 
расчета конструкций зданий и сооружений. Ве-
тровые воздействия оказывают непосредственное 
влияние на прочностные свойства несущих кон-
струкций, приводя к их деформации и накоплению 
повреждений. Они вызывают колебания, которые 
могут привести к резонансным эффектам и возник-
новению динамической неустойчивости. Учет этих 
факторов критически важен при расчете объектов 
по предельным состояниям, чтобы гарантировать их 
безопасность и долговечность.

Задачи, связанные с аэродинамическим обте-
канием твердых тел и систем твердых тел нераз-
рывно связаны с развитием авиации и баллисти-
ки [1, 2]. Именно в процессе изучения механики 
летательных аппаратов перед учеными впервые 
встал вопрос о характере распределения давлений, 
скоростей воздушных потоков, их направлении,  
а также характере обтекания [3]. Известно, что,  
в зависимости от плавности кривых и поверхно-
стей, находящихся в зоне контакта с воздушными 
потоками, взаимодействие может происходить в од-
ном из двух режимов — ламинарном, при котором 
линии тока и элементарные струйки не перемеши-
ваются и их линии распространения не пересека-
ются, и турбулентном, при котором в потоке возни-

кают различные завихрения и прочие возмущения, 
а процесс разложения потоков на дифференциро-
ванные течения становится невозможным.

При работе с ветровыми потоками основное 
внимание уделяется расчету ветровой нагрузки  
на несущие конструкции [4–6]. Также важным 
расчетом является влияние ветровых потоков на 
конструкции вспомогательного назначения [7, 8], 
находящиеся вокруг зданий. Отдельного внимания 
заслуживают вопросы, связанные с обеспечени-
ем пешеходной аэродинамической комфортности 
на прилегающих к зданию территориях. В первую 
очередь это связано с необходимостью расчета ско-
ростей и предсказания направлений перемещения 
воздушных масс, а также с определением режимов 
течения воздушных потоков. При турбулентном ре-
жиме, как правило, возникают непредсказуемые 
воздушные потоки, завихрения, которые оказы-
вают негативное влияние на пешеходов, особенно 
в условиях дождей, снегопадов и пр. Пешеходная 
комфортность является одним из немаловажных 
факторов при выборе места жительства. Взаимное 
расположение различных природных или техноген-
ных объектов может приводить как к снижению 
силы ветра, так и к её увеличению в их окруже-
нии, что, в свою очередь, будет влиять на комфорт 
передвижения людей, их времяпрепровождение 
на дворовых территориях или на работу уличных 
служб. Изучение данного вопроса является актуаль-
ным при строительстве современных многоквар-

П. А. ХАЗОВ
 О. И. ВЕДЯЙКИНА
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тирных жилых кварталов, а также при возведении 
зданий внутри существующих городских застроек 
[9, 10]. В настоящее время нормативные методики 
[4] не затрагивают вышеописанные проблемы даже 
в случаях, когда очертание объекта полностью со-
впадает с предлагаемыми упрощенными схемами.

На сегодняшний день уникальные объекты 
сложной геометрической формы, как правило,  
не проектируются изолированными, а возводятся 
в комплексе, при этом каждое отдельное здание 
может считаться элементом общей системы. Гео-
метрия системы объектов в таком случае начинает 
играть не менее важную роль, чем геометрические 
особенности форм каждого объекта в отдельности. 
При этом в сравнении с изолированным положе-
нием изменяется характер обтекания каждого эле-
мента системы, что приводит к изменению стати-
ческого состояния — смещение точек приложения 
равнодействующих, изменение опрокидывающих 
моментов и пр. Например, для системы, приведен-
ной на (рис. 1), влияние взаимного расположения 
и внутренней геометрической ориентации объектов 
сложной геометрической формы, расположенных  
в непосредственной близости по отношению друг  
к другу, оказывается весьма существенным, что 
приводит к необходимости использования новых 
современных методов расчета при проектировании 
комплексов зданий и сооружений. 

Таким образом, выполнение компьютерного 
моделирования и экспериментального исследова-
ния является не только необходимым при проек-
тировании конкретных объектов, но также может 
привести к уточнению существующих и разработке 
новых методик расчета характеристических состав-
ляющих ветрового давления [11–14] и предсказа-
ния аэродинамических явлений в пространствах, 
окружающих объекты сложной геометрической 
формы [15]. Целью настоящего исследования явля-
ется количественная и качественная оценка взаим-
ного влияния зданий комплекса на общий аэроди-
намический портрет системы при взаимодействии  
с ветровыми потоками.

В статье рассматривается вопрос распределения 
ветрового потока на здания, расположенные в не-
посредственной близости друг от друга. Задачей 
исследования является изучение влияния, оказыва-
емого ветровыми потоками при взаимодействии со 
зданиями, на окружающую обстановку: комфорт-
ность пешеходных зон, возможность работы обслу-
живающего персонала при необходимости исполь-
зования средств индивидуального крепления при 

обслуживании ограждающих конструкций здания 
снаружи, а также возможность безопасного выхода 
технического персонала на кровлю.

Методика компьютерного моделирования. Ком-
пьютерное моделирование имеет целый ряд пре-
имуществ перед экспериментальным исследовани-
ем. В первую очередь это касается трудоемкости  
и материально-технической базы. Аэродинамиче-
ские установки являются весьма сложными ин-
женерными объектами, требующими больших 
площадей для создания весьма малых рабочих про-
странств. Подготовка моделей для проведения та-
ких экспериментов является трудоемкой задачей, 
при этом не всегда может быть достигнуто аэроди-
намическое подобие. Таким образом, второй глав-
ный недостаток экспериментального исследования 
аэродинамических особенностей зданий — это мас-
штабный фактор. Необходимо разрабатывать мето-
дики, позволяющие осуществить корректный пере-
ход от модели объекта к реальному сооружению, 
масштаб при этом составляет 100–1000 единиц.  
С практической точки зрения, эксперименталь-
ные исследования являются, как правило, менее 
наглядными; измеряемые величины определяются 
для ограниченного числа наперед заданных точек; 
затрудняется визуализация линий тока; измерение 
скоростей и варьирование режимов турбулентно-
сти крайне осложнены.

Тем не менее эксперимент остается неотъем-
лемой частью научных исследований, в первую 
очередь это связано с возможностью выполнения 
независимого контроля результатов решения с по-
мощью компьютерного моделирования. 

В качестве исследования было выбрано два объ-
екта соизмеримых размеров, расположенные в не-
посредственной близости друг от друга (рис. 1). 
Первый объект представляет собой аналог высотно-
го здания, вертикальный размер которого преобла-
дает над горизонтальным. Второй объект —больше-
пролетное здание с достаточно небольшой высотой 
по сравнению с горизонтальными размерами. Оба 
объекта имеют уникальную форму с изогнутыми 
поверхностями, что также способствует проведе-
нию эксперимента для определения более точных 
результатов, чем расчеты типовых форм.

Моделирование заключается в решении систем 
дифференциальных уравнений Навье–Стокса, по-
зволяющих описывать обтекание твердых объектов 
потоками жидкости или газа. При этом выполняет-
ся совместное использование уравнений движения 
[14, 16, 17]:

      а)                                     б)                                         в)                                     г)

Рис. 1. Геометрическая форма объектов исследования: а) объект № 1; б) объект № 2 
и схемы расположения объектов относительно друг друга, принятые для исследования:

 в) положение № 1; г) положение № 2
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             (1)

и уравнения неразрывности (2):

 ,                     (2)

где u, v, w (м/с) — проекции скоростей движения 
частиц в элементарных потоках на оси принятой 
глобальной системы координат XYZ; t — время (с); 
ρ — плотность аэродинамической среды (кг/м3),  
в условиях решаемой задачи принимается плотность 
атмосферы; p — давление в изучаемой точке про-
странства (Па); µ/ρ — коэффициент кинематиче-
ской вязкости среды (м2/с), где µ — соответствен-
но, коэффициент динамической вязкости (кг/(м ∙ с))  
[16, 17].

При этом система уравнений (1) может быть 
представлена в матричном виде (3):

 ,         (3)

где ∇ — оператор набла; ∆ — векторный оператор 
Лапласа; V — поле векторов скоростей; f — поле 
векторов массовых сил.

Следует отметить, что система уравнений (1)  
в общем случае заметно усложняется, если учиты-
вать сжимаемость среды (ρ ≠ const), но данный эф-
фект проявляется при значительно больших скоро-
стях [1, 2]. 

В условиях аэродинамического взаимодействия 
статичных объектов с ветровыми потоками эффек-
том сжимаемости можно пренебречь.

В настоящее время не удалось получить плавного 
аналитического решения уравнения (1). Это дикту-
ет необходимость использования численных мето-
дов, при которых расчетная область представляется 
в виде совокупности большого числа объемов мало-
го размера, законы распределения искомых вели-
чин внутри которых (давлений, скоростей и пр.) 
считаются известными (например, изменяющимися 
по линейному закону). Тогда системы дифференци-
альных уравнений могут быть заменены на системы 
большого количества алгебраических уравнений. 
При этом точность полученных результатов будет 
тем выше, чем больше конечных объемов содержит 
система. Трудоемкие для ручного счета системы мо-
гут быть решены с помощью специализированных 
программно-вычислительных комплексов.

Компьютерное моделирование ветрового потока 
выполняется в программно-вычислительном ком-
плексе Ansys CFX, модуль Fluent. Объекты были 
подвержены ветровой атаке по направлению оси Y 
(рис. 1а, б), являющейся для них осью симметрии. 
Для моделирования были созданы геометрические 
схемы как самих зданий, так и окружающего их 
пространства, после чего для системы задавались 
граничные условия. В первую очередь это условие 
«wall» для поверхностей, образующих изучаемые 
объекты и поверхность земли. Данное условие га-
рантирует отсутствие скоростей, направленных  
по нормали к поверхностям (также носит название 
«непротекание») и обеспечивает свободное про-
скальзывание воздушных потоков вдоль поверх-
ности. На входе в рабочую область применяется 
условие «normal speed», фиксирующее скорость 
ветровых потоков на входе (в исследовании при-
нималась скорость 12 м/с). С целью получения до-
стоверной информации размеры рабочей области 
назначаются таким образом, чтобы после взаимо-
действия с объектами аэродинамические потоки 
возвращались к исходному невозмущенному состо-
янию, что обеспечит отсутствие влияния границ на 
результаты моделирования. С той же целью на вы-
ходе из расчетной области назначается граничное 
условие «static pressure» со значением 0 Кпа, что 
говорит об отсутствии избыточного давления в зо-
нах, достаточно удаленных от изучаемых объектов. 
Для контроля правильности решения на остальных 
поверхностях задается условие симметрии свойств. 

При дискретизации пространства и построе-
нии сетки конечных объемов с целью уменьшения 
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              а)                              б)                                            в)

Рис. 2. Равнодействующие сил ветрового давления: вектор 1 при одиночном
 расположении объектов, вектор 2 — положение № 1 объектов, вектор 3 — положение 

№ 2; а) для объекта № 1 (проекция ХОZ); б) для объекта № 1 (проекция YОZ); 
в) для объекта № 2
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затрат оперативной памяти принималась гипоте-
за отсутствия возмущений в точках, удаленных  
от концентраторов, которыми в данном случае явля-
ются непосредственно изучаемые объекты. Данное 
допущение является расширением известного в со-
противлении материалов и теории упругости прин-
ципа Сен-Венана. Согласно принятым допущениям, 
сгущение сетки конечных объёмов необходимо вы-
полнять лишь в окрестностях здания, а в удаленных 
точках разбивка принимается более грубой.

Результаты компьютерного моделирования.  
По результатам исследования распределения ве-
трового давления было определено, что положение 
равнодействующей сил ветровой нагрузки, при-
ложенных к статичному объекту, меняется, если 
рассматривать этот объект в комплексе с другими, 
схожими по габаритам (рис. 2). Наличие или отсут-
ствие рядом с рассматриваемым объектом других 
объектов, объединенных одной аэродинамической 
средой, изменяет также значение модуля равно-
действующей. Изучение влияния взаимного распо-
ложения объектов будет неокончательным, если не 
оценить пешеходную аэродинамическую комфорт-
ность вблизи рассматриваемых зданий.

Для анализа аэродинамической пешеходной 
комфортности рассматриваются те же два объекта 

исследования (рис. 1) в комплексе и для сравнения 
вертикальный объект отдельно.

В качестве результатов эксперимента получаем 
поля распределения ветрового потока вокруг объ-
ектов при их взаимных положениях 1 и 2 (рис. 1в, г) 
и для отдельно расположенного объекта № 1.

Для отдельно рассматриваемого объекта № 1 
при заданной скорости ветра 12 м/с наблюдается 
существенное снижение скорости ветра с наве-
тренной стороны (в 3 раза) и увеличение в 1,4 раза 
с боковых. С подветренной стороны скорость ветра 
также снижается в несколько раз, но при этом на-
блюдается резкая смена её направления и образо-
вание вихревых потоков (рис. 3, 4).

Для более точной оценки аэродинамической 
пешеходной комфортности в условиях застройки, 
приближенной к реальной, необходимо рассмо-
треть этот объект в комплексе со вторым.

Положение объектов № 1. Горизонтальный 
объект (низкое большепролетное здание) распола-
гается впереди вертикального (высотное здание). 
Наблюдается небольшое снижение максималь-
ного значения модуля скорости ветра (менее чем  
на 0,4 м/с), при этом меняется характер распреде-
ления направления ветровых потоков (рис. 5). Гори-
зонтальный объект № 2 осуществляет роль «заграж-
дения» и ветровые потоки у основания объекта  
№ 1 более «спокойные», отсутствуют резкие смены 
направлений и вихревые потоки за ним (рис. 6а). 
При этом с подветренной стороны вблизи низко-
го объекта образуются значительные завихрения  
со снижением скорости почти в 10 раз. Увеличение 
скорости в 1,4 раза наблюдается на горизонтальных 
участках объекта № 2. Влияние рассматриваемого 
положения объектов не вносит существенного вли-
яния на распределение ветровых потоков по высоте 
объекта № 1 по сравнению с его одиночным распо-
ложением (рис. 6б).

Положение объектов № 2 вносит существенные 
изменения в характер распределения ветровых по-
токов (рис. 7). Значительные завихрения с падени-
ем скорости ветра наблюдаются с подветренной 
стороны обоих объектов. Скорость на горизонталь-
ных участках объекта № 2, расположенного сзади, 
снизилась в 1,5 раза по сравнению с положением 

Рис. 3. Объект № 1. Распределение ветровых потоков

                                           а)                                                                                        б)

Рис. 4. Объект № 1. Распределение ветровых потоков в плоскостях: 
а) в уровне 1,5 метра от земли; б) профиль воздушных потоков
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№ 1 в своём максимальном значении. На части го-
ризонтального участка, закрытой от ветра высоким 
объектом, наблюдается снижение скорости почти  
в 2 раза (рис. 8а). Но при этом завихрения ветро-
вого потока появляются по высоте вертикального 
объекта № 1, чего не происходило при продувании 
его отдельно (рис. 8б).

Обсуждение результатов моделирования. Дан-
ные, полученные в результате компьютерного мо-

делирования, позволяют заключить, что рассматри-
ваемые объекты обладают достаточно хорошими 
аэродинамическими характеристиками, существен-
но не увеличивающими скорость ветра в их окру-
жении. Пребывание и передвижение людей вблизи 
данных объектов остается достаточно комфортным, 
прослеживается падение скорости ветра в 2 раза. 
Вблизи земли наблюдаются резкие смены направ-
ления потоков ветра, но при значительном сниже-

Рис. 5. Положение № 1. Распределение ветровых потоков

б)

Рис. 6. Положение № 1. Распределение 
ветровых потоков в плоскостях: 
а) в горизонтальной плоскости;
 б) профиль воздушных потоков

а)                                                                                        

Рис. 7. Положение № 2. Распределение ветровых потоков

б)

Рис. 8. Положение № 2. Распределение 
ветровых потоков в плоскостях: 
а) в горизонтальной плоскости; 
б) профиль воздушных потоков

а)                                                                                        
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нии их скоростей. Более комфортной оказалось 
взаимное положение объектов № 1 с меньшей ин-
тенсивностью завихрений с подветренной стороны 
объектов.

Осуществление технических и эксплуатацион-
ных работ на фасадах и кровле большепролетного 
здания является более комфортным при взаимном 
положении объектов 2, так как наличие впереди-
стоящего вертикального объекта в несколько раз 
снижает скорость ветрового потока, приходящегося 
на горизонтальный.

Наиболее комфортным для обслуживания 
ограждающих конструкций вертикального здания 
является положение объектов № 1. При этом по-
ложении наблюдается меньшая интенсивность воз-
никновения завихрений с подветренной стороны  
и снижение скорости по сравнению с таким же 
отдельно стоящим объектом. Интенсивность ве-
трового потока на боковых фасадах существенно  
не меняется.

Заключение. Исследование показало, что геоме-
трическая форма объектов, выбранных для изуче-
ния, не способствует увеличению скорости ветра 
или резкой смене его направления. Расположение 
двух объектов в непосредственной близости ведет, 
наоборот, к её падению, но, вследствие отраже-
ния ветровых потоков, — к созданию завихрений  
с подветренной стороны впередистоящего объекта. 
При проектировании комплекса зданий анализ рас-
пределения ветровых потоков позволит подобрать 
оптимальную форму зданий и их взаимное распо-
ложение для создания комфортной среды для пеше-
ходов и людей, выполняющих технические работы  
на ограждающих конструкциях зданий.
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COMPUTER MODELING 
OF AERODYNAMIC FLOW 
AND ASSESSMENT OF PEDESTRIAN
AERODYNAMIC COMFORT 
OF A BUILDING COMPLEX
The results of a computer modeling of the distribution of wind flows near diverse 
objects (large-span and high-rise buildings) are given and analyzed. The analysis 
of pedestrian aerodynamic comfort is carried out for a vertical object (a high-rise 
building) separately and in two positions in combination with a horizontal one (a 
large span). Wind flow distribution fields are obtained. The results of the experiment 
show that complex buildings affect their distribution. The point of application 
and the modulus of the vector of the resultant wind load change. The speed and 
direction of distribution of wind flows near objects are changing. A nearby building 
located on the windward side creates a «barrier» reducing the wind speed in the 
courtyard areas. A building located downwind is able to reflect air flows, creating 
swirls near objects. More comfortable for external technical work on the facades 
of the buildings in question is the position from behind facing the direction of the 
wind flow.

Keywords: computer modeling, wind load, pedestrian comfort, aerodynamic 
comfort, aerodynamic experiment, integrated development, wind pressure, air flow.
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ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ 
ОТКРЫТЫХ ЦИФРОВЫХ МОДЕЛЕЙ 
РЕЛЬЕФА МЕСТНОСТИ
Оперативное получение достоверной информации о рельефе местности  
с достаточной детализацией является одной из главенствующих задач в об-
ластях народного хозяйства, развития территорий или исследований крупных 
территориальных единиц. Множественность источников ошибок в материалах 
дистанционного зондирования Земли обусловлена рядом факторов, а получа-
емые модели местности имеют определенную степень генерализации, что на-
прямую влияет на корректность цифровых моделей рельефа. Данная статья 
посвящена анализу существующих методов оценки погрешностей открытых 
цифровых моделей рельефа с целью повышения их точности. Корректные 
цифровые модели рельефа имеют высокое подобие действительности и мо-
гут быть использованы при региональных исследованиях в части определения 
морфометрических показателей территории.

Ключевые слова: цифровая модель рельефа, дистанционное зондирование 
Земли, древесно-кустарниковая растительность, нормальное распределение 
Гаусса, интерполяционный полином Лагранжа, локальная интерполяция.

Введение. Открытые пространственные дан-
ные, полученные с использованием дистанционного 
зондирования Земли, позволяют формировать при-
ближенные цифровые модели рельефа (ЦМР) мест-
ности. Подобные модели позволяют осуществлять 
оперативный мониторинг процессов различного 
уровня с должной степенью достоверности в части 
отражения геометрических особенностей терри-
торий при определённой степени генерализации. 
Повышение точности и достоверности исходных 
данных для построения ЦМР в настоящее время 
весьма актуально. Вопросам моделирования ЦМР 
и их параметризации в геоинформационных систе-
мах (ГИС) посвящены работы как отечественных 
(Павлова А. И. [1], Капралов Е. Г. [2], Хромых В. В. 
и Хромых О. В [3], и др.), так и зарубежных учёных 
(Джарвис [4], Тачикава [5], Сонг [6] и др.).

Большинство авторов и исследователей ис-
пользуют, как правило, классические, зарекомен-
довавшие себя методы формирования ЦМР с ис-
пользованием стандартных моделей рельефа GRID 
(регулярная сеть) и TIN (нерегулярная триангуля-
ционная сеть), созданным из стереотопографиче-
ских картографических произведений, при этом 
достигая качественных и оперативных результатов 
исключительно на локальных участках (с учётом 
микроформ рельефа). На уровне региона, бассейна 
крупной реки или целого государства такие источ-
ники данных становятся сильно генерализирован-
ными и понижают степень достоверности получае-
мых результатов.

Цифровые модели рельефа (ЦМР, DEM) необ-
ходимо рассматривать в качестве поверхностей без 
каких-либо артефактов типа растения или здания  
и сооружения. Имеющиеся сегодня цифровые мо-
дели рельефа, полученные по данным дистанци-

онного зондирования Земли (ДЗЗ) и являющиеся 
наиболее доступными и исследованными, — это 
SRTM, Aster, ALOS World 3D [7, 8], при этом имеют-
ся также коммерческие продукты типа WorldDEM  
от компании Airbus Defence and Space или NextMap 
World 10 и NextMap World 30 от компании Intermap 
и др. Исследования в данной работе опираются не-
посредственно на продукты, имеющие общий до-
ступ и не требующие материальных затрат. Такие 
ЦМР обладают некоторым количеством ошибок  
в виде часто встречаемых искажений углов накло-
на и абсолютного смещения на участках, занятых 
лесной растительностью [9–11], которые не полно-
стью исключаются в процессе обработки исходных 
данных ДЗЗ [12, 13].

Анализ существующих методов оценки по-
грешностей. Использование доступных данных и 
автоматизированных алгоритмов обработки дан-
ных средствами ГИС позволяет исключать ошибки, 
связанные с растительным покровом, и позволяет 
строить 2D сетки водотоков [12]. Кроме ошибок на-
клона и растительного покрова на ЦМР Ямазаки 
[8], Хиртом [13] и Такаку [14], отмечается наличие 
стохастических всплесков, источником которых яв-
ляются непосредственно датчики приема сигнала 
на спутниках дистанционного зондирования. Также 
ими установлено наличие искажений на участках 
стыковки полос сканирования земной поверхности, 
что вызвано непосредственно технологией полос-
ного зонирования. Для идентификации артефактов 
различного происхождения в 2017 году Кристианом 
Хиртом [13] было предложено использовать метод 
максимального наклона, опирающийся на вычисле-
ние градиентов наклона поверхности с максималь-
ными показателями и дальнейшее их дешифрирова-
ние. В 2017 году группой ученых была подготовлена 

А. С. КОРОТИН
 Е. В. ПОПОВ
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откорректированная модель DEM [8], в которой 
исправлены все основные компоненты ошибок для 
выполнения гидравлических расчетов, где участки, 
занятые растительностью, не вовлечены в фактиче-
ский расчет, а использованы в качестве поверхно-
сти для определения связи стока водных объектов 
[12]. Многие научно-исследовательские учреждения 
также готовили свои версии ЦМР, из состава кото-
рых по их утверждениям исключены те или иные 
ошибки для использования при решении приклад-
ных задач [15]. Среди указанных работ имеются 
некоторые особенности: во-первых, все исследова-
ния направлены на корректировку модели рельефа  
в целом в общем объеме предоставляемых данных 
и не концентрируются на локальных участках мест-
ности; во-вторых, большинство исследований ис-
пользуют для работ модели SRTM и Aster; в-третьих, 
во всех работах для восстановления одной матрицы 
высот используется некоторая другая DEM. Учиты-
вая это, можно сказать, что восстановление отсут-
ствующих значений высот, устранение артефактов 
различного происхождения и составление единой 
бесшовной модели рельефа остается сложной за-
дачей.

Идентификация артефактов исходных ЦМР воз-
можна при наличии объективных данных на дату 
создания моделей. В работе [16] был предложен 
метод корректуры поверхности путем выявления 
растительного покрова и дальнейшей генерации 
рельефа с исключением высотной составляющей  
на участках, покрытых древесно-кустарниковой 
растительностью. При этом оценка точности по кор-
ректурным значениям показала линейную величину 
в ± 3 м. Несмотря на допустимые количественные 
результаты, форма топографической поверхности 
остается с некоторым количеством артефактов  
в виде всплесков по граничным (стыковым) элемен-
там. Появление подобных артефактов вызвано так-
же использованием локальной интерполяции.

Основная часть исследований в получении ка-
чественных характеристик ЦМР, выраженных 
численно в виде ошибки (обычно — СКП, RMSE), 
опираются на использование эталонных значений 
высот, полученных натурными измерениями спут-
никовым навигационным оборудованием или дан-
ных топографических планов или карт [17].

При исследованиях земной поверхности ее мо-
дель удобно описать в виде двумерной растровой 
матрицы, где каждый элемент является аналогом 

пикселя изображения или элементарным объектом 
геоинформационной системы. В простом случае 
каждая ячейка имеет одно определённое состояние 
или значение в зависимости от дискретного или не-
прерывного пространства признаков.

Как правило, при восстановлении элементов по-
верхностей используются интерполяционные ме-
тоды, которые подразделяют на глобальные и ло- 
кальные. 

Методы глобальной интерполяции применяют 
для выявления детерминантных составляющих мо-
делей. Они основаны на подборе общей функции 
на всей окрестности точек и, как следствие, при-
меняются для восстановления функции высоты  
на всей заданной поверхности и могут быть исполь-
зованы при оценке точности модели в целом.

Методы локальной интерполяции применяют 
для выявления стохастических составляющих мо-
делей. Они опираются на определении частных 
функций по соседним точкам, основаны на принци-
пе автокорреляции. Данный принцип предполагает 
пропорциональную зависимость расположения эле-
ментов модели и их влияния друг на друга.

Главным недостатком методов локальной ин-
терполяции Рейтер [18] считает использование 
ограниченного количества входных данных для 
применения функции интерполяции. Поэтому 
входные данные, используемые для вычисления 
каждой функции, образуют «окно», которое пере-
мещается по набору данных. По сравнению с гло-
бальными, локальные методы обычно дают менее 
гладкие поверхности. Они не так чувствительны  
к резким изменениям высоты, потому что их влияние  
не распространено на всю поверхность, а только  
на локальные участки. Сложность использования 
методов локальной интерполяции заключается  
в рациональном (необходимом и достаточном) 
определении размера «окно поиска» (количество 
используемых точек данных или радиус поиска)  
и используемой функции [16]. Такая функция долж-
на обеспечить учет каждого стохастического арте-
факта смежной ячейки и численно определить ее 
вес (степень влияния). При подборе размерности 
окрестности также следует учитывать распределе-
ние степени влияния исходя из условия, что вели-
чины весов каждого последующего смежного пик-
селя при приближении к краю окрестности будут 
стремиться к 0. Также необходимо учесть, что пик-
сели, принадлежащие группе древесной раститель-

Рис. 1. График распределения ошибки интерполяции поверхностей сглаживания 
лесной растительности различными методами



М
А

Ш
И

Н
О

С
ТР

О
ЕН

И
Е 

 
О

М
С

К
И

Й
 Н

А
У

Ч
Н

Ы
Й

 В
ЕС

ТН
И

К
 №

 3
  (

19
1)

 2
02

4

66

ности, не включаются в обработку до момента их 
корректуры.

Несмотря на существование большого коли-
чества методов интерполяции: метод нерегуляр-
ной триангуляционной сетки (TIN); метод об-
ратных взвешенных расстояний (Inverse Distance 
Weighting, IDW), метод естественного соседства 
(Natural Neighbor, NN), методы Кригинга (Kriging), 
метод радиальной базисной функции (Radial basis 
functions, RBF) и пр., в аналитических вычислениях 
использовались методы интерполяции с различны-
ми весовыми коэффициентами: TIN, IDW (с исполь-
зованием степеней веса «1» и «2»), Kriging (с ис-
пользованием функции нормального распределения 
Гаусса степеней «1» и «2», и комбинированных), 
NN. Результаты восстановления значений приведе-
ны на рис. 1.

Для подтверждения ранних предположений, что 
использование дополнительно коэффициентов по-
зволяет учесть зависимости (состояние пикселя), 
расчет влияния был осуществлен с использованием 
интерполяционного полинома Лагранжа. Получен-
ные коэффициенты, распределенные пропорцио-
нально удаленности каждого последующего пикселя 
относительно точки интерполяции, были использо-
ваны в круговом и квадратном «окне поиска». Ре-
зультаты восстановления значений рельефа после 
исключения средней кроны приведены на рис. 2.

Количественно оценить качество любой моде-
ли возможно путем анализа её на предмет наличия  
и оценки погрешностей. Математическое ожида-
ние приравнивается к соответствующим теорети-
ческим характеристикам, называя их несмещённой 
оценкой, и выявляет систематические погрешности 
наряду со случайными. Средняя квадратическая 
погрешность является состоятельной и несмещён-
ной оценкой дисперсии. Вероятностной моделью 
распределения случайной погрешности является их 
нормальное распределение.

Отсутствие большой выборки значений является 
проблемой для области исследования распростране-
ния ошибок в модели рельефа. Некоторые авторы 
использовали практический подход, сравнивая раз-
личные методы интерполяции. Предполагается, что 
распределение ошибок в ЦМР описывается зако-
ном Гаусса. Однако немногочисленные исследова-
ния, которые описывали подчинение ошибок нор-

мальному распределению, не были подтверждены 
в дальнейшем. В работах [19] и [20] отмечается, что 
распределение ошибок ЦМР значительно отличает-
ся от нормального распределения Гаусса.

Вопросы оценки точности ЦМР неотделимы 
от сравнения точности самих методов интерполя-
ции. Для оценки и сопоставления характеристик 
различных методов интерполяции используется 
метод кроссвалидации. Точность методов интерпо-
ляции описывается целым рядом показателей: сред-
няя ошибка (MEAN), средняя абсолютная ошибка 
(MAE), средняя квадратическая ошибка (RMSE), 
максимальная (MAX) и минимальная (MIN) по абсо-
лютной величине разность выборки.

Как отмечал в своей работе Монкот [21], исполь-
зование при качественной оценке вертикальной 
составляющей цифровой модели рельефа (RMSE) 
предполагает, что средняя ошибка будет равна 
нулю, о чем свидетельствуют и свойства ошибок. 
В исследованиях Монкота [21] и Вайса [22] также 
отмечается, что такая мера оценки как RMSE тесно 
связана с характером рельефа и будет отличаться 
при исследованиях равнинного или горного релье-
фа. Кроме того, Вайс [23], а через несколько лет 
Флоринский [24] отмечали, что даже незначитель-
ные ошибки в высотной составляющей модели ре-
льефа могут сильно повлиять на производные мор-
фометрические характеристики.

Во многих исследованиях по определению каче-
ства методов интерполяции цифровых моделей ре-
льефа используется, как правило, малое количество 
эталонных (контрольных) значений, что является 
недостаточным для объективного оценивания ситуа-
ции [25]. Для решения этой задачи Стэфен Вайс [26] 
предложил подход, который состоит в том, чтобы 
разредить сеть точек с высотами в модели, т.е. пони-
зить пространственное разрешение, а затем, исполь-
зуя интерполяционный метод, восстановить модель 
обратно и провести сравнение с первоначальной 
моделью. Он получил в оценке достаточно большое 
количество равномерно распределенных по всей 
оцениваемой поверхности контрольных точек. 

Таким образом, можно отметить, что при оценке 
точности ЦМР используется два основных подхода:

—  использование наборов точечных эталонных 
элементов, высоты которых определены с заведомо 
большей точностью;

Рис. 2. График распределения ошибки интерполяции поверхностей сглаживания 
лесной растительности (с учетом крон) различными методами
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—  использование вспомогательных или произ-
водных поверхностей с математическим описанием.

Каждый из используемых подходов обладает 
своими преимуществами и недостатками. Стэфен 
Вайс [26] предложил использовать оба подхода для 
оценки ЦМР и определения законов распределения 
ошибок.

В результате применения методов интерполяции 
и оценки точности моделей рельефа установлено, 
что наилучшими качественными характеристиками 
обладает метод IDW при использовании малых раз-
мерностей окрестности (D = 1 или D = 2). В дан-
ном исследовании для восстановления цифровых 
поверхностей рельефа будет использован метод 
интерполяции IDW с коэффициентом степени «2». 
Главным критерием при восстановлении поверхно-
сти рельефа является сохранение гидрологической 
корректности. Кроме того, использование любого 
из методов интерполяции при восстановлении зна-
чений ячеек ЦМР требует дополнительных коэф-
фициентов, позволяющих усовершенствовать их  
и повысить точность.

Обработка данных для оценки точности ЦМР. 
При выполнении оценочных работ по вычислению 
точности геометрии поверхности результирующие 
данные сильно зависят от количества эталонных 
значений, однако получаемые отклонения могут 
быть использованы в дальнейшем для целей кор-
ректировки моделей и последующих переформиро-
ваний геометрии поверхности.

Учитывая вариативности пластики топографиче-
ской поверхности, предлагается при аналитических 
сопоставлениях использовать не поверхностные мо-
дели, а способ профилирования. Динамические ре-
жимы спутникового позиционирования, обеспечи-
вающие непрерывный сбор навигационных данных 
с установленной заранее дискретностью, позволя-
ют оперативно получать координатно-временное 
описание положения приемника. В данной работе 
использована навигационная аппаратура геодези-
ческой точности, позволяющая производить за-
пись данных с дискретностью до 1 с. При полевых 
экспериментальных работах для уменьшения объ-
ема данных дискретность их записи определялась  
в 5 с. Оборудование устанавливалось на автомобиле 
и при передвижении автомобиля осуществляло по-
стоянную регистрацию данных. Обработка и урав-
нивание координат и высот измеренных значений 
проводилось в режиме постобработки. Полученные 
наборы точек были приведены к высотному значе-
нию полотна дорожного покрытия вне зависимости 
от его качества. Оценка точности по результатам 
уравнивания спутниковых наблюдений показала 
точностные характеристики в 0,5 м, что считаем 
достаточным для исследуемой территории. Общая 
протяженность треков составила около 86 км, ко-
личество контрольных узлов с отметками состави-
ло несколько более чем 1,6 тыс. На рис. 3 показан 
фрагмент профиля наиболее пересеченного участка 
полевой и лесной дороги протяженностью 1,7 км.

Учитывая вышесказанное, следует отметить ос-
новное, что проведение сплошной оценки точности 
ЦМР не является объективным в связи с различ-
ными качествами входных данных, которые можно 
классифицировать на две группы: участки, занятые 
лесными массивами, и участки, свободные от рас-
тительности. Обработку следует проводить с ис-
пользованием в виде эталонных значений наборов 
данных о пунктах государственной геодезической 
сети, в т.ч. о пунктах плановых геодезических сетей 

с известными высотными отметками и о пунктах 
высотной геодезической сети. Оценку точности 
результатов корректуры поверхности можно осу-
ществлять с применением набора полевых данных 
в виде набора точек по линейным объектам. При 
вычислении характеристик точности следует раз-
делять показатели на оценку открытых территорий  
и оценку территорий, занятых древесной расти-
тельностью. Особенностью использования данных 
государственной геодезической сети (ГГС) при 
формировании и оценки точности поверхностей 
рельефа, является отсутствие этапа полевого сбора 
информации. Однако при этом объективность дан-
ных является сильно дифференцированной ввиду 
низкой плотности данных контрольных показате-
лей на рассматриваемой территории. Для анализа 
точностных параметров возможно использование 
описанного способа сбора данных в виде геодези-
ческих наблюдений оперативного характера и вы-
сокой степенью достоверности.

Процедура обработки данных, приведенная  
на рис. 4, описывает процессы преобразования ин-
формации и извлечения данных о геометрических 
показателях объекта анализа на ограниченной тер-
ритории. Результатом работ служат три набора дан-
ных для оценки точности: объединенный — RMSE 
(terGGS), в состав которого входят все контрольные 
точки; рельефный — RMSE (DEM), в состав кото-
рого входят контрольные точки, расположенные 
на открытых участках местности; лесной — RMSE 
(DTM), в состав которого входят контрольные точ-
ки, попадающие на участки, занятые лесной рас-
тительностью.

Получаемые в результате подготовки данных 
наборы численных характеристик могут использо-
ваться для вычисления различных оценочных по-
казателей, построения графиков модели распреде-
ления, построения математических поверхностей 
распределения значений ошибок в пространстве 
изучаемой территории и т.д. с использованием 
средств ГИС.

На рис. 5 приведен график распределения откло-
нений по классифицируемым показателям, откуда 
видно, как распределяются ошибки на участках, за-
нятых лесной растительностью, и на открытых тер-
риториях. При этом также видно, что при оценке 
всего участка ЦМР распределение близко к закону 
Гаусса.

По своим показателям материал STRM близок 
к параметрам традиционных картографических ма-

Рис. 3. Фрагмент верификационного профиля
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териалов, отличие обусловлено только из-за про-
странственного разрешения обрабатываемого изо-
бражения. Оба метода оценки, с использованием 
топографической поверхности и с применением 
выборочных точечных значений, дали одинаковый 
качественный и количественные результаты, не-
смотря на множественные геометрические и гра-
фические преобразования данных, что говорит  
об их взаимозаменяемости.

Использование пунктов ГГС для оценки, в слу-
чае оперативного изучения новой территории, яв-
ляется более простым по сравнению с примене-
нием топографической поверхности [27], т.к. он 
исключает этап дополнительных преобразований 
моделей из регулярной решетки в TIN и обратно. 
Повышение достоверности данных возможно при 

Рис. 4. Процедура обработки данных при подготовке показателей 
для оценки точности ЦМР

Рис. 5. Вероятностная модель распределения 
погрешностей при оценке точности ЦМР 

по классифицированным участкам
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использовании также сведений натурных измере-
ний, имеющих высокую оперативность сбора. Та-
кими методами служат геодезические спутниковые 
определения в динамических режимах. Таким об-
разом, именно метод с использованием отдельной 
эталонной точечной выборки должен быть исполь-
зован при оценке точности моделей. Также с це-
лью повышения достоверности сведений возмож-
но использование оперативно собранных данных 
натурных (наземных) геодезических измерений  
с применением спутниковых навигационных си-
стем, позволяющих оценить качественные показа-
тели модели без существенных затрат. Полученные 
расхождения при анализе поверхности и собран-
ных полевых данных можно использовать при даль-
нейшей корректуре рассматриваемой поверхности 
и приведении ее к топографической корректности.

В сравнении с первоначальным («сырым») ва-
риантом откорректированные поверхности имеют 
более высокую степень точности, и основной объ-
ем отклонений (около 90 %) находится в пределах  
± 3 м. Используя данные новых ЦМР, можно полу-
чить модель рельефа с высотой сечения в 5 метров 
(СКП 1,7 м, что составляет более 85 % всех данных 
SRTM и Aster GDEM). 

Применение откорректированных (восстанов-
ленных) ЦМР может найти свое отражение в целом 
ряде гидрологических, геоморфологических, эколо-
гических и т.д. исследований. При этом такие ЦМР 
будут обладать достаточной точностью. 

Заключение. Разработанный и обоснованный 
метод коррекции исходных данных для построения 
цифровых моделей рельефа средствами геоинфор-
мационных систем с применением метода локаль-
ной интерполяции в отличие от существующих 
методов восстановления поверхностей рельефа 
позволяет выполнить работы на неограниченных 
территориях вне зависимости от плотности рас-
тительного покрова и использовать малое количе-
ство информации (размерность матрицы для сгла-
живания от 3×3 до 5×5). Созданные с применением 
данного метода цифровые модели рельефа имеют 
высокое подобие действительной форме рельефа  
и могут быть использованы при региональных ис-
следованиях в части определения морфометриче-
ских показателей рельефа. Недостатком исполь-
зования такого метода остается то, что поправки  
в исходную модель вносятся повсеместно и полно-
стью не устраняют влияние растительного покрова, 
т.е. на участках древесно-кустарниковой раститель-
ности будут встречаться остаточные отклонения, но 
имеющие абсолютные значения, локально поддаю-
щиеся повторной корректировке.
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ASSESSMENT OF THE ACCURACY 
OF OPEN DIGITAL TERRAIN MODELS
Prompt receipt of reliable information about the terrain with sufficient detail is 
one of the main tasks in the fields of national economy, territorial development or 
research of large territorial units. The multiplicity of error sources in Earth remote 
sensing materials is due to a number of factors, and the resulting terrain models 
have a certain degree of generalization, which directly affects the correctness of 
digital terrain models. This article is devoted to the analysis of existing methods for 
estimating errors of open digital terrain models in order to increase their accuracy. 
Correct digital elevation models have a high similarity to reality and can be used in 
regional studies to determine the morphometric indicators of the territory.

Keywords: digital terrain model, remote sensing of the Earth, tree and shrub 
vegetation, normal Gaussian distribution, Lagrange interpolation polynomial, local 
interpolation.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ГРАНИЦ 
РАБОЧЕГО ПРОСТРАНСТВА 
ПЛАНАРНОГО 
ТРЁХЗВЕННОГО МАНИПУЛЯТОРА
Проведено исследование границ рабочего пространства трехзвенного планар-
ного манипулятора, заданного аналитическими уравнениями. Предложена но-
вая геометрическая трактовка этих уравнений. На ее основе установлено, что 
рабочее пространство представляет собой двухпараметрические множества 
эксцентрических и концентрических окружностей. При отображении таких 
окружностей в четырехмерное пространство получены два вида гиперповерх-
ностей, которые являются геометрической моделью рабочего пространства 
манипулятора. Дискриминантами этих гиперповерхностей на гиперплоскости 
являются две двумерные поверхности. Получены как аналитическое описание 
этих поверхностей, так и их компьютерные модели. В результате установле-
но, что границами рабочего пространства на плоскости механизма являются 
дискриминанты таких поверхностей. Для подтверждения достоверности полу-
ченных результатов в качестве примера на дискриминантных поверхностях 
решена обратная задача кинематики — определены значения обобщенных 
координат в точках границ рабочего пространства манипулятора для задан-
ных их декартовых координат.

Ключевые слова: геометрическое моделирование, компьютерная модель, ма-
нипулятор, центр схвата, рабочее пространство манипулятора, гиперповерх-
ность, дискриминанта, трехзвенный планарный манипулятор.

Введение. Планарные двух- и трехзвенные мани-
пуляторы нашли широкое применение, в частности, 
на сборочных линиях при установке мелких деталей 
для электронных компонентов, в качестве испыта-
тельных стендов при исследовании трехзвенных 
манипуляторов [1], а также в медицине и других от-
раслях промышленности. Основной характеристи-
кой манипулятора, которая указывается в паспорте 
манипулятора, является рабочее пространство [2], 
так как оно влияет на конструкцию манипулятора, 
размещение в рабочей среде и планирование тра-
екторий. В последние десятилетия многочисленные 
исследования рабочего пространства и его границ 
лишь подтверждают эту значимость.

Граничные кривые (для 2D-манипуляторов робо-
тов), а также поверхности (для 3D-манипуляторов 
роботов) рабочего пространства робота были изуче-
ны графическими, аналитическими или численны-
ми методами, а также с использованием программ-
ного обеспечения.

В настоящее время наиболее исследованным, 
вследствие простоты его конструкции, является ра-
бочее пространство двухзвенного планарного мани-
пулятора.

Границы двухзвенного планарного манипуля-
тора представляют собой дуги окружностей [2],  
в работе [3] это кольцо, определяемое двумя концен-
трическими окружностями радиуса |l

1
+l

2
| и |l

1
–l

2
|  

с центрами в начале координат (l
1
 и l — длины зве-

ньев). Внутренний круг может выродиться в особую 
точку, когда два звена имеют одинаковую длину [3]. 
Подробнее границы двухзвенного планарного ма-
нипулятора исследованы в работе [4].

Хотя в области исследования границ трехзвен-
ного манипулятора существует множество работ,  
до сих пор остаются открытые проблемы в характе-
ристиках границы [5].

Ceccarelli M. (1995) [6] был предложен алгоритм 
определения границ, использующий алгебраиче-
скую формулировку. Предварительная классифи-
кация типов кольцевых пустот и геометрические 
особенности были представлены в Ottaviano et al. 
(1999) [7]. Анализ бугров в границах рабочего про-
странства был предложен также в (Burdick, 1995; 
Saramago et al., 2002) [8, 9].

В статье [7] представлено алгебраическое реше-
ние задачи по установлению граничного рабочего 
пространства 3D-манипулятора в декартовом про-
странстве. Показано, что граничная кривая попе-
речного сечения может быть описана полиномом 
16-го порядка. Исследованы геометрические осо-
бенности этой кривой [7]. 

В работе Bastien J. [10] граница манипулятора 
состоит из дуг окружностей, которые определяются 
геометрической интерпретацией вырожденной ма-
трицы Якоби. В статье [11] используется аналитиче-
ское решение для определения рабочего простран-
ства робота с использованием Matlab. 

Т. А. ШЕВЕЛЕВА
 А. А. ЛЯШКОВ
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К сожалению, аналитические методы не подхо-
дят с инженерной точки зрения из-за их сложности 
в расчетах.

Снайман и Плесси (2000) использовали числен-
ный метод определения границ [12]. В работе [13] 
исследование направлено на определение положе-
ния и ориентации базы манипулятора относитель-
но заранее заданной рабочей среды. Численные 
методы размещения робота основаны на определе-
нии точной границы рабочего пространства. Зада-
ча решается без применения алгоритма обратной 
кинематики с использованием некоторой «меры 
ловкости». В качестве примера рассмотрен плоский 
манипулятор с тремя степенями свободы.

В ряде статей [14–16] был использован метод 
Монте-Карло, бета-распределение и программа 
Unigraphics для создания формы и объёма рабоче-
го пространства робота. В статье [13] в среде про-
граммы Unigraphics получено рабочее пространство 
путем вращения граничных кривых вокруг оси.  
В статье [14] для более сложных роботов исполь-
зовался метод твердотельного моделирования 
Solidworks. Суть метода состоит, во-первых, в при-
менении численного метода для создания плоских 
граничных кривых пространственного робота в сво-
ей основной рабочей плоскости, а затем 3D-форма 
и объем рабочего пространства робота генерируют-
ся программным обеспечением Unigraphics. 

В статье [17] получена классификация для всех 
возможных плоских 3R-манипуляторов (где R — 
вращательная пара) в зависимости от соотношений 
длин звеньев. Выделено три класса манипуляторов. 

Практический интерес представляет нахожде-
ние бугров и пустот внутри рабочей области [7]. 

Наличие бугров и пустот можно обнаружить  
по анализу геометрических особенностей гранич-
ных поверхностей и кривых. Эффективным ин-
струментом для достижения этих целей является 
разработка соответствующих геометрических моде-
лей и компьютерных технологий.

Актуальными являются исследования, направ-
ленные на развитие методов геометрического  
и компьютерного моделирования рабочего про-
странства манипуляторов применительно к их ис-
пользованию в среде интегрированных систем ком-
пьютерной графики.

Целью настоящей работы является исследова-
ние рабочего пространства планарных трехзвенных 
манипуляторов средствами геометрического и ком-
пьютерного моделирования с возможностью реше-
ния как прямой, так и обратной задач кинематики 
механизмов этих манипуляторов.

1. Теория. Для решения поставленной задачи вы-
полним исследования кинематической схемы (рис. 
1) планарного трехзвенного манипулятора. На этом 
рисунке заданы длины звеньев l

1
, l

2
 и l

3
, а также 

углы поворота звеньев u, v и w (обобщенные коор-
динаты).

Аналитические зависимости, связывающие ко-
ординаты центра схвата с обобщенными координа-
тами манипулятора, определяются системой урав-
нений

  .                    (1)

Проведенные исследования уравнений (1) по-
зволили установить, что они задают семейство экс-
центрических окружностей, центры которых распо-
ложены на окружности радиусом R

0
 = l

1
 с центром 

в начале системы координат (рис. 2).  Радиусы этих 
окружностей определяются зависимостью 

 .             (2)

Для каждого фиксированного значения u пред-
лагается рассматривать семейства окружностей 
на плоскости (рис. 2) как проекции окружностей 
некоторого многообразия из четырёхмерного про-
странства [18, 19]. Пусть каждая из окружностей 
этого семейства смещена параллельно плоскости 
XY на величину, пропорциональную параметрам v 
и u. Тогда семейство таких окружностей определит 
гиперповерхность в четырехмерном пространстве, 
которая записывается уравнениями

  			   ,                          (3)

где С
1
 и С

2
 — некоторые константы. 

Эта поверхность задает рабочее пространство 
трёхзвенного планарного манипулятора. Для опре-
деления границ этого пространства выполним ото-
бражение гиперповерхности (3) ортогональным 
проецированием вдоль оси Z на гиперплоскость 
XYT. В этом случае в точках дискриминанты гипер-
поверхности связь обобщенных координат манипу-
лятора устанавливается зависимостью: 
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Рис. 1. Расчетная схема

Рис. 2. Семейства эксцентрических 
окружностей для различных 

значений параметра w: w = 0°, 
w = 90°, w = 180°
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 .              (4)

После вычисления и подстановки выражений 
для частных производных в уравнение (4) и преоб-
разований, получим 

w = 0 и w = 180 º.                 (5)

Значения параметра w совместно с уравнениями 
(3) определяют две двумерные поверхности:

 			   (6)

и

          (7)

                                    .

Эти поверхности задают границы рабочего про-
странства манипулятора в зависимости от обобщен-
ных координат u и v. Модели полученных поверх-
ностей приведены на рис. 3.

Выполнив преобразование уравнений (6),  
получим

 .               (8)

Уравнение (8) определяет семейство эксцентри-
ческих окружностей радиусом  l

2
 + l

3
 с центрами: 

x
0
 = l

1
 ∙ sin(u), y

0
 = l

1
 ∙ sin(u) на окружности ради- 

усом l
1
.

В свою очередь уравнения (7) определяют се-
мейство эксцентрических окружностей ради- 
усом l

2
–l

3
 с центрами: x

0
 = l

1
 ∙ cos(u), y

0
 = l

1
 ∙ sin(u)  

на окружности радиусом l
1
.

Огибающие этих окружностей задают границы 
рабочего пространства манипулятора на плоскости 
XY в зависимости от значений параметра u.

2. Дискриминанты гиперповерхностей, задаю-
щих границы рабочего пространства. Границами 
рабочего пространства манипулятора являются дис-
криминанты (двумерные поверхности) указанных 
выше гиперповерхностей на гиперплоскости. Для 
нахождения границ рабочего пространства в пло-
скости манипулятора нужно найти дискриминанты 
полученных двумерных поверхностей.

2.1. Дискриминанта гиперповерхности, образо-
ванной семейством эксцентрических окружностей. 
Для установления границ рабочего пространства  
в плоскости манипулятора выполним отображение 
поверхностей (6) и (7) ортогональным проециро-
ванием на координатную плоскость XY. В точках 
дискриминант этих поверхностей выполняется  
условие

 .                   (9)

После подстановки выражений для частных про-
изводных переменных x и y из (6) в уравнение (9)  
и преобразований получим в точках дискриминан-
ты значения параметра v: v = 0° и v = ±180°. Тогда 
уравнения (6) и (7) для значения v = 0° имеют вид

 					   

                (10)

 

              (11)

а для v = ±180° будут

              (12)

                (13)

В результате уравнения (10)–(13) определя-
ют цилиндрические винтовые линии. Проекциями 
этих линий на координатную плоскость XY являют-
ся четыре концентрические окружности радиусами  
Rmax = (l

1
+l

2
+l

3
), Rmin = (l

1
–l

2
–l

3
), R

1
 = (l

1
–l

2
+l

3
), 

R
2
 = (l

1
+l

2
–l

3
). Дуги этих окружностей являются 

участками границы рабочего пространства в зависи-
мости от диапазона изменения параметра u.

Для определения границ рабочего пространства 
манипулятора в зависимости от обобщенной ко-
ординаты v выполним отображение гиперповерх-
ности (3) ее ортогональным проецированием вдоль  
оси T. 

В этом случае уравнение, устанавливающее 
связь обобщенных координат, будет
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               а)                                                 б)

Рис. 3. Дискриминантные поверхности
 на гиперплоскости XYU для

 а) w = 0°, б) w = ±180°
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После подстановки зависимостей для частных 
производных в уравнение (14) и преобразований 
уравнение связи параметров v и w будет:

 			   (15)

где k = 0, ±1.
Полученное уравнение (15) совместно с уравне-

ниями (3) определяют две двумерные поверхности.
Модели этих поверхностей показаны на рис. 4.
Проекцией одной из поверхностей (рис. 4а) яв-

ляется семейство концентрических окружностей  
с центром в начале системы координат:

 (16)

и радиусами

                                                        .

Проекцией другой поверхности (рис. 4б) являет-
ся семейство концентрических окружностей с цен-
тром в начале системы координат:

 	 (17)

и радиусами

                                                           .

Для определения границы рабочего простран-
ства на координатной плоскости XY в зависимо-
сти от параметра v определим дискриминанты по-
верхностей (рис. 4) с учетом уравнения связи (15).  
В точках дискриминант выполняется условие 

 
.                  (18)

После подстановки выражений для частных про-
изводных в равенство (18) и преобразований по- 
лучим 

 	
		  (19)

где

 	    .            (20)

Решением уравнения (19) являются значения v  
и w: v = 0° и w = 0°; v = ±180° и w = 0°; v = ±180° 
и w = ±180°; w = ±180° и v = 0°.

Подставляя в уравнения (16) и (17) значения па-
раметров v и w, получим четыре окружности:

 .                (21)

 .                (22)

 .                (23)
 

  0, 
vv

uu

yx

yx
vuF  

   

   

 utt

ullly

ulllx







sin

cos

321

321

 

   

   

 utt

ullly

ulllx







sin

cos

321

321

 

   

   

)(

sin

cos

321

321

utt

ullly

ulllx







 

   

   

 utt

ullly

ulllx







sin

cos

321

321

 

  0,, 

www

vvv

uuu

zyx

zyx

zyx

wvuF  

 

  ,sinarcsin

1

1

2 ww
l

l

kv k













 

 

  0, 
vv

uu

yx

yx
vuF  

   

   

 utt

ullly

ulllx







sin

cos

321

321

 

   

   

 utt

ullly

ulllx







sin

cos

321

321

 

   

   

)(

sin

cos

321

321

utt

ullly

ulllx







 

   

   

 utt

ullly

ulllx







sin

cos

321

321

 

  0,, 

www

vvv

uuu

zyx

zyx

zyx

wvuF  

 

  ,sinarcsin

1

1

2 ww
l

l

kv k













 

 

                        а)                                    б)

Рис. 4. Дискриминантные поверхности 
на гиперплоскости XYV: а) k = 0;  б) k = ±1

 

 

  ,sinarcsincos2

cos2

sinarcsincos

2

1

2
31

32

1

2

21
2
3

2
2

2
1

22














































w
l

l
ll

wll

ww
l

l

lllllyx

 

 

 

  ,sinarcsincos2

cos2

sinarcsincos

2

1

2
31

32

1

2

21
2
3

2
2

2
1
















































w
l

l
ll

wll

ww
l

l

lllll

Ri
 

 

 

  ,sinarcsincos

2cos2

sinarcsincos

2

1

2

3132

1

2

21
2
3

2
2

2
1

22














































w
l

l

llwll

ww
l

l

lllllyx

 

 

 

  














































w
l

l
ll

wll

ww
l

l

lllll

Ri

sinarcsincos2

cos2

sinarcsincos

2

1

2
31

32

1

2

21
2
3

2
2

2
1

 

 

 

  ,sinarcsincos2

cos2

sinarcsincos

2

1

2
31

32

1

2

21
2
3

2
2

2
1

22














































w
l

l
ll

wll

ww
l

l

lllllyx

 

 

 

  ,sinarcsincos2

cos2

sinarcsincos

2

1

2
31

32

1

2

21
2
3

2
2

2
1
















































w
l

l
ll

wll

ww
l

l

lllll

Ri
 

 

 

  ,sinarcsincos

2cos2

sinarcsincos

2

1

2

3132

1

2

21
2
3

2
2

2
1

22














































w
l

l

llwll

ww
l

l

lllllyx

 

 

 

  














































w
l

l
ll

wll

ww
l

l

lllll

Ri

sinarcsincos2

cos2

sinarcsincos

2

1

2
31

32

1

2

21
2
3

2
2

2
1

 

 

 

  ,sinarcsincos2

cos2

sinarcsincos

2

1

2
31

32

1

2

21
2
3

2
2

2
1

22














































w
l

l
ll

wll

ww
l

l

lllllyx

 

 

 

  ,sinarcsincos2

cos2

sinarcsincos

2

1

2
31

32

1

2

21
2
3

2
2

2
1
















































w
l

l
ll

wll

ww
l

l

lllll

Ri
 

 

 

  ,sinarcsincos

2cos2

sinarcsincos

2

1

2

3132

1

2

21
2
3

2
2

2
1

22














































w
l

l

llwll

ww
l

l

lllllyx

 

 

 

  














































w
l

l
ll

wll

ww
l

l

lllll

Ri

sinarcsincos2

cos2

sinarcsincos

2

1

2
31

32

1

2

21
2
3

2
2

2
1

 

 

 

  ,sinarcsincos2

cos2

sinarcsincos

2

1

2
31

32

1

2

21
2
3

2
2

2
1

22














































w
l

l
ll

wll

ww
l

l

lllllyx

 

 

 

  ,sinarcsincos2

cos2

sinarcsincos

2

1

2
31

32

1

2

21
2
3

2
2

2
1
















































w
l

l
ll

wll

ww
l

l

lllll

Ri
 

 

 

  ,sinarcsincos

2cos2

sinarcsincos

2

1

2

3132

1

2

21
2
3

2
2

2
1

22














































w
l

l

llwll

ww
l

l

lllllyx

 

 

 

  














































w
l

l
ll

wll

ww
l

l

lllll

Ri

sinarcsincos2

cos2

sinarcsincos

2

1

2
31

32

1

2

21
2
3

2
2

2
1

 

 

 

  ,sinarcsincos2

cos2

sinarcsincos

2

1

2
31

32

1

2

21
2
3

2
2

2
1

22














































w
l

l
ll

wll

ww
l

l

lllllyx

 

 

 

  ,sinarcsincos2

cos2

sinarcsincos

2

1

2
31

32

1

2

21
2
3

2
2

2
1
















































w
l

l
ll

wll

ww
l

l

lllll

Ri
 

 

 

  ,sinarcsincos

2cos2

sinarcsincos

2

1

2

3132

1

2

21
2
3

2
2

2
1

22














































w
l

l

llwll

ww
l

l

lllllyx

 

 

 

  














































w
l

l
ll

wll

ww
l

l

lllll

Ri

sinarcsincos2

cos2

sinarcsincos

2

1

2
31

32

1

2

21
2
3

2
2

2
1

 

  0, 
ww

uu

yx

yx
wuF  

     ,0sinsin 31  wlvlv  

 

 

   

 

1

sin1

cos1

sinarcsin

1

2

1

2

1

2

1

2


















































w
l

l

w
l

l

ww
l

l

k

v

k

k

 

   

   

  





0

sin

cos

321

321

vzz

ullly

ulllx

 

   

   

  





0

sin

cos

321

321

vzz

ullly

ulllx

 

   

   

  





180

sin

cos

321

321

vzz

ullly

ulllx

 

   

   

  





180

sin

cos

321

321

vzz

ullly

ulllx

 

  0, 
ww

uu

yx

yx
wuF  

     ,0sinsin 31  wlvlv  

 

 

   

 

1

sin1

cos1

sinarcsin

1

2

1

2

1

2

1

2


















































w
l

l

w
l

l

ww
l

l

k

v

k

k

 

   

   

  





0

sin

cos

321

321

vzz

ullly

ulllx

 

   

   

  





0

sin

cos

321

321

vzz

ullly

ulllx

 

   

   

  





180

sin

cos

321

321

vzz

ullly

ulllx

 

   

   

  





180

sin

cos

321

321

vzz

ullly

ulllx

 

  0, 
ww

uu

yx

yx
wuF  

     ,0sinsin 31  wlvlv  

 

 

   

 

1

sin1

cos1

sinarcsin

1

2

1

2

1

2

1

2


















































w
l

l

w
l

l

ww
l

l

k

v

k

k

 

   

   

  





0

sin

cos

321

321

vzz

ullly

ulllx

 

   

   

  





0

sin

cos

321

321

vzz

ullly

ulllx

 

   

   

  





180

sin

cos

321

321

vzz

ullly

ulllx

 

   

   

  





180

sin

cos

321

321

vzz

ullly

ulllx

 

  0, 
ww

uu

yx

yx
wuF  

     ,0sinsin 31  wlvlv  

 

 

   

 

1

sin1

cos1

sinarcsin

1

2

1

2

1

2

1

2


















































w
l

l

w
l

l

ww
l

l

k

v

k

k

 

   

   

  





0

sin

cos

321

321

vzz

ullly

ulllx

 

   

   

  





0

sin

cos

321

321

vzz

ullly

ulllx

 

   

   

  





180

sin

cos

321

321

vzz

ullly

ulllx

 

   

   

  





180

sin

cos

321

321

vzz

ullly

ulllx

 

  0, 
ww

uu

yx

yx
wuF  

     ,0sinsin 31  wlvlv  

 

 

   

 

1

sin1

cos1

sinarcsin

1

2

1

2

1

2

1

2


















































w
l

l

w
l

l

ww
l

l

k

v

k

k

 

   

   

  





0

sin

cos

321

321

vzz

ullly

ulllx

 

   

   

  





0

sin

cos

321

321

vzz

ullly

ulllx

 

   

   

  





180

sin

cos

321

321

vzz

ullly

ulllx

 

   

   

  





180

sin

cos

321

321

vzz

ullly

ulllx

 

  0, 
ww

uu

yx

yx
wuF  

     ,0sinsin 31  wlvlv  

 

 

   

 

1

sin1

cos1

sinarcsin

1

2

1

2

1

2

1

2


















































w
l

l

w
l

l

ww
l

l

k

v

k

k

 

   

   

  





0

sin

cos

321

321

vzz

ullly

ulllx

 

   

   

  





0

sin

cos

321

321

vzz

ullly

ulllx

 

   

   

  





180

sin

cos

321

321

vzz

ullly

ulllx

 

   

   

  





180

sin

cos

321

321

vzz

ullly

ulllx

 



О
М

С
К

И
Й

 Н
А

У
Ч

Н
Ы

Й
 ВЕС

ТН
И

К
 №

 3 (191) 2024
М

А
Ш

И
Н

О
С

ТРО
ЕН

И
Е 

77

.                (24)

2.2. Дискриминанта гиперповерхности, обра-
зованной семейством концентрических окружно-
стей. Выполним еще одно преобразование уравне-
ний системы (1), в результате которого получим 

 .                    (25)

Это уравнение определяет двухпараметриче-
ское семейство концентрических окружностей  
с центром в начале системы координат и радиусами 
(рис. 5) 

 .        (26)

Тогда уравнения гиперповерхности в четырех-
мерном пространстве, образованной семейством 
концентрических окружностей, имеют вид

  		  ,                        (27)

где C
1
 и C

2
 — некоторые константы. 

Такая гиперповерхность, как и (3), задает рабо-
чее пространство трехзвенного планарного мани-
пулятора. Для определения границ этого простран-
ства выполним отображение гиперповерхности 
(27) ортогональным проецированием вдоль оси T  
на гиперплоскость XYZ. В этом случае в точках дис-
криминанты гиперповерхности связь обобщенных 
координат манипулятора устанавливается, как и ра-
нее, зависимостью (14).

После подстановки выражений для соответству-
ющих частных производных в (14) и преобразова-
ний получим: 

 		
	 (28)

где k = 0, ±1.
Значения параметра w совместно с уравнениями 

(27) определяют две двумерные поверхности.
Эти поверхности задают границы рабочего про-

странства манипулятора в зависимости от обобщен-
ной координаты w. 

Модели полученных поверхностей приведены 
на рис. 6.

Выполнив преобразование уравнений (27) с уче-
том (28), получим

 .            (29)

В результате уравнение (29) описывает однопа-
раметрическое семейство концентрических окруж-
ностей с центром в точке (0,0) и радиусами

                                                            .

Выполнив аналогично предыдущему, но для  
k = 1, преобразования системы уравнений (27), по-
лучим:

 .          (30)

Тогда уравнение (30) задает семейство кон-
центрических окружностей с центром (0,0) и ра- 
диусами 
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Рис. 5. Семейства 
концентрических 

окружностей для различных 
значений параметра w: 
w = 0°, w = 90°, w = 180°
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                  а)                                            б)

Рис. 6. Дискриминантные поверхности на гиперплоскости 
XYW: а) k = 0;  б) k = ±1
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                                                             .

Огибающие этих окружностей задают границы 
рабочего пространства манипулятора на плоскости 
XY в зависимости от значений параметра w. 

Для нахождения границы рабочего простран-
ства на координатной плоскости XY в зависимо-
сти от параметра w определим дискриминанты по-
верхностей (рис. 6) с учетом уравнения связи (28).  
В точках дискриминант выполняется равенство (9), 
из которого получим 

 				    .             (31)

Решением уравнения (31) являются значения v  
и w: v = 0° и w = 0°; v = ±180° и w = 0°; v = ±180° 
и w = ±180°; w = ±180° и v = 0°

Подставляя в уравнения (27) значения параме-
тров v и w, получим четыре окружности:

 	

,                      (32)
 					   

,                      (33)
 					   

,                    (34)

 .                    (35)

Выполненное отображение гиперповерхности 
(27) ортогональным проецированием вдоль оси Z 
позволило установить, что ее дискриминанта совпа-
дает с дискриминантой гиперповерхности (3). 

3. Результаты компьютерных экспериментов. 
Так как обобщенные координаты в промышлен-
ных манипуляторах изменяются в определенных 
границах, то изложенные выше результаты при-
меним для моделирования рабочего пространства  
в конкретных диапазонах изменения этих коорди-
нат. Компьютерные модели выполнены по разрабо-
танным авторами алгоритмам и программам в среде 
CAD-системы [20].

Для рассмотренной выше дискриминанты (6) ги-
перповерхности (3) построим модели рабочего про-

странства при изменении параметров u и v. Они 
определяются моделями двух дискриминант и пред-
ставлены на рис. 7 и 8. Границами дискриминанты 
(6) являются дуги окружностей поз. 1–5, при этом 
дуге 1 соответствует параметр v = –80°, 2 – v = 80°,  
3 – w = 0°, 4 – w = –120°, 5 – w = 120°.

Для решения обратной задачи кинематики мани-
пулятора воспользуемся предложенной геометриче-
ской интерпретацией рабочего пространства. Мо-
дели сечений гиперповерхности (3), определяющей 
рабочее пространство манипулятора, приведены  
в [19]. На горизонтальной проекции моделей дис-
криминант U- и V-поверхностей, задав точку 1 (рис. 
8) с координатами (x, y) = (–2; –18,5), получим на 
дискриминантах U- и V-поверхностей третью коор-

динату 
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или u = –60°, v = –90°. 
Заключение. Проведенные исследования границ 

рабочего пространства трехзвенного планарного 
манипулятора, заданного аналитическими зависи-
мостями, позволили получить ряд новых результа-
тов. Так, на основе предложенной геометрической 
трактовки этих зависимостей установлено, что ра-
бочее пространство в плоскости манипулятора со-
стоит из двух множеств окружностей. Одно из них 
представляет собой двухпараметрическое множе-
ство эксцентрических, а второе — двухпараметри-
ческое множество концентрических окружностей. 
Выполненные отображения таких окружностей  
в четырехмерное пространство позволили полу-
чить два вида гиперповерхностей. Дискриминанта-
ми этих гиперповерхностей на две гиперплоскости 
являются двумерные поверхности. Получено как 
аналитическое описание этих поверхностей, так  
и их компьютерные модели. В результате опреде-
лены границы рабочего пространства на плоско-
сти механизма. Они являются дискриминантами 
двумерных поверхностей при их ортогональном 
отображении на координатную плоскость манипу-

 

 

  












































vv
l

l

llvll

v
l

l

lllllyx

sinarcsincos

2cos2

sinarcsincos

2

3

2

3221

3

2

31
2
3

2
2

2
1

22

 

 

 

  














































vv
l

l
ll

vll

v
l

l

lllll

Ri

sinarcsincos2

cos2

sinarcsincos

2

3

2
32

21

3

2

31
2
3

2
2

2
1

 

     ,0sinsin 13  vlwlw  

   

   

  





0

sin

cos

321

321

wzz

ullly

ulllx

 

   

   

  





0

sin

cos

321

321

wzz

ullly

ulllx

 

   

   

  





180

sin

cos

321

321

wzz

ullly

ulllx

 

 

 

  












































vv
l

l

llvll

v
l

l

lllllyx

sinarcsincos

2cos2

sinarcsincos

2

3

2

3221

3

2

31
2
3

2
2

2
1

22

 

 

 

  














































vv
l

l
ll

vll

v
l

l

lllll

Ri

sinarcsincos2

cos2

sinarcsincos

2

3

2
32

21

3

2

31
2
3

2
2

2
1

 

     ,0sinsin 13  vlwlw  

   

   

  





0

sin

cos

321

321

wzz

ullly

ulllx

 

   

   

  





0

sin

cos

321

321

wzz

ullly

ulllx

 

   

   

  





180

sin

cos

321

321

wzz

ullly

ulllx

 

 

 

  












































vv
l

l

llvll

v
l

l

lllllyx

sinarcsincos

2cos2

sinarcsincos

2

3

2

3221

3

2

31
2
3

2
2

2
1

22

 

 

 

  














































vv
l

l
ll

vll

v
l

l

lllll

Ri

sinarcsincos2

cos2

sinarcsincos

2

3

2
32

21

3

2

31
2
3

2
2

2
1

 

     ,0sinsin 13  vlwlw  

   

   

  





0

sin

cos

321

321

wzz

ullly

ulllx

 

   

   

  





0

sin

cos

321

321

wzz

ullly

ulllx

 

   

   

  





180

sin

cos

321

321

wzz

ullly

ulllx

 

 

 

  












































vv
l

l

llvll

v
l

l

lllllyx

sinarcsincos

2cos2

sinarcsincos

2

3

2

3221

3

2

31
2
3

2
2

2
1

22

 

 

 

  














































vv
l

l
ll

vll

v
l

l

lllll

Ri

sinarcsincos2

cos2

sinarcsincos

2

3

2
32

21

3

2

31
2
3

2
2

2
1

 

     ,0sinsin 13  vlwlw  

   

   

  





0

sin

cos

321

321

wzz

ullly

ulllx

 

   

   

  





0

sin

cos

321

321

wzz

ullly

ulllx

 

   

   

  





180

sin

cos

321

321

wzz

ullly

ulllx

 

 

 

  












































vv
l

l

llvll

v
l

l

lllllyx

sinarcsincos

2cos2

sinarcsincos

2

3

2

3221

3

2

31
2
3

2
2

2
1

22

 

 

 

  














































vv
l

l
ll

vll

v
l

l

lllll

Ri

sinarcsincos2

cos2

sinarcsincos

2

3

2
32

21

3

2

31
2
3

2
2

2
1

 

     ,0sinsin 13  vlwlw  

   

   

  





0

sin

cos

321

321

wzz

ullly

ulllx

 

   

   

  





0

sin

cos

321

321

wzz

ullly

ulllx

 

   

   

  





180

sin

cos

321

321

wzz

ullly

ulllx

 

   

   

  





180

sin

cos

321

321

wzz

ullly

ulllx

 

;1,2
180

14,3
2)( 


 uuz  

;14,3
180

14,3
2)( 


 vvz  

Рис. 7. Модели дискриминант U- и V-поверхностей 
рабочего пространства манипулятора для w = 0°, 

–80°≤u≤ 80°, –120°≤v≤120°

Рис. 8. Определение обобщенных координат (u, v, w) 
рабочего пространства на моделях дискриминант 

U- и V-поверхностей для w = 0°, 
–80°≤u≤ 80°, –120°≤v≤120°
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лятора. Для решения обратной задачи кинематики 
манипулятора на дискриминантных поверхностях 
определены значения обобщенных координат в 
точках границ рабочего пространства манипулятора 
для заданных их декартовых координат.
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MODELING THE BOUNDARIES 
OF THE WORKING SPACE 
OF A PLANAR THREE-LINK 
MANIPULATOR
A study of the boundaries of the working space of a three-link planar manipulator, 
specified by analytical equations, is carried out. A new geometric interpretation of 
these samples is proposed. On its basis, it is established that outer space consists 
of two-parameter volumes of eccentric and concentric circles. When transforming 
such environments into four-dimensional space, two types of hypersurfaces are 
obtained, which represent a geometric model of the manipulator's workspace. The 
discriminants of these hypersurfaces on the hyperplane are two two-dimensional 
surfaces. Both an analytical description of these surfaces and their computer models 
are obtained. As a result, it is established that the boundaries of the working space 
on the plane of the mechanism are the discriminants of such surfaces. To confirm 
the reliability of the results obtained, as an example, an inverse kinematics problem 
is solved on discriminant surfaces — the values of generalized coordinates at the 
boundary points of the manipulator’s workspace are determined for their given 
Cartesian coordinates.

Keywords: geometric modeling, computer model, manipulator, gripper center, 
manipulator workspace, hypersurface, discriminant, three-link planar manipulator.
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ТРЕХУРОВНЕВЫЙ АЛГОРИТМ 
УПРАВЛЕНИЯ НАПРЯЖЕНИЕМ 
В РАСПРЕДЕЛЕННЫХ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ
СЕТЯХ С СОЛНЕЧНЫМИ 
ФОТОЭЛЕКТРИЧЕСКИМИ СИСТЕМАМИ
Современные энергетические системы характеризуются растущей интегра-
цией возобновляемых источников энергии, что порождает новые задачи  
в области регулирования напряжения. Целью исследования являлось модели-
рование процесса регулирования напряжения в контексте распределительных 
электрических сетей низкого и среднего напряжения (до 35 кВ) с солнечными 
фотоэлектрическими системами. Разработан трехуровневый алгоритм управ-
ления напряжением, который анализирует и объединяет данные о солнечной 
генерации, определяет оптимальные действия для управления системами хра-
нения энергии, рассчитывает уровни напряжения и определяет необходимые 
меры по управлению реактивной мощностью инвертора для эффективного 
уменьшения колебаний напряжения. В исследовании применялись методы 
математического усреднения временных рядов и оптимизации, основанные  
на анализе реальных данных. Алгоритм был протестирован на открытом на-
боре данных генерации энергии солнечной электростанцией. Результаты по-
казывают значительное улучшение показателей регулирования напряжения 
в пределах нормативов, установленных ГОСТ 32144-2013, что подтверждает 
эффективность предложенного метода управления напряжением в электри-
ческих сетях с солнечными фотоэлектрическими системами.

Ключевые слова: солнечные фотоэлектрические системы, распределенные 
электрические сети, регулирование напряжения, возобновляемые источники 
энергии, алгоритмы управления реактивной мощностью, реактивная мощ-
ность инвертора. 

В связи с ростом потребности в устойчивых  
и более экологически чистых энергетических си-
стемах распределенные энергосистемы с значи-
тельной долей возобновляемых источников энергии 
(ВИЭ) становятся ведущим направлением развития. 
Однако такой переход сопровождается проблема-
ми, связанными с ухудшением стабильности сети, 

что требует глубокого анализа методов управления 
системой, особенно в части обеспечения минималь-
ного отклонения напряжения от номинальных зна-
чений [1].

Колебания напряжения, вызванные изменчи-
востью параметров ВИЭ, снижают эффективность 
распределенных энергетических систем (РЭС).  
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В связи с этим разработка алгоритмов управления 
отклонениями напряжения от номинальных зна-
чений для РЭС является актуальной задачей, тре-
бующей подхода в управлении как активной, так 
и реактивной мощностью, где активная мощность 
используется для непосредственного снабжения на-
грузки, а реактивная мощность — для поддержания 
напряжения в пределах допустимых значений. 

В работе рассматриваются районные РЭС низ-
кого и среднего напряжения (до 35 кВ), работающие 
на частоте 50 Гц со значительной долей возобнов-
ляемых источников энергии в виде фотоэлектриче-
ских панелей.

Существует потребность в использовании адап-
тивных методов управления напряжением для обе-
спечения адекватного времени отклика системы 
управления. Наибольшее распространение и измен-
чивость характерны для солнечных фотоэлектри-
ческих панелей (ФП), обусловленное их развитой 
технологией и доступностью, а их широкое при-
менение в различных типах зданий по всему миру 
увеличивает установленные мощности солнечной 
генерации [1–3]. Управление энергетическими си-
стемами с существенной долей ФП, а также про-
гнозирование нагрузочных режимов сопряжено  
с неопределенностью, неравномерным распреде-
лением нагрузок и колебаниями напряжения, что 
напрямую влияет на показатели качества электри-
ческой энергии (КЭЭ) в распределенных электриче-
ских сетях среднего и низкого напряжения, вклю-
чая такие параметры, как длительность и частота 
отклонений напряжения от номинальных значений 
согласно ГОСТ 32144-2013 [4].

В часы пиковой солнечной активности напряже-
ние в сети может повышаться из-за увеличения об-
ратного потока активной мощности, когда генери-
руемая фотоэлектрическими системами мощность 
превышает потребление, что приводит к повыше-
нию напряжения в локальных сегментах электри-
ческой сети [5]. Это становится одним из ключевых 
факторов, ограничивающих эффективность и ста-
бильность параметров электрических сетей, инте-
грированных с фотоэлектрическими системами.

Повышение эффективности методов регулиро-
вания напряжения не только способствует улучше-
нию показателей качества электрической энергии, 
но и создает благоприятные условия для интегра-
ции новых фотоэлектрических систем в распре-
деленные электроэнергетические системы (РЭС). 
В связи с этим разработка и усовершенствование 
методов управления напряжением в распределен-
ных энергетических системах с фотоэлектрически-
ми панелями является необходимым условием для 
обеспечения их надежной и эффективной работы 
и подчеркивает актуальность данных исследований.

1. Методы управления мощностью и регулиро-
вания перенапряжения. Одним из эффективных 
методов повышения точности управления напряже-
нием в системах с фотоэлектрическими панелями 
является использование оптических методов для 
моделирования распространения радиационного 
тепла, дополненное моделированием теплопередачи 
и геометрическим анализом. Это позволяет учиты-
вать температурные изменения, которые влияют  
на производительность фотоэлектрических панелей 
и, следовательно, на генерацию мощности, что важ-
но для точного регулирования напряжения в сети.

Классическими методами управления напря-
жением в электрических сетях являются исполь-
зование трансформаторов с регулировкой под 

нагрузкой (РПН) и ступенчатых регуляторов. В рас-
пределенных сетях также широко применяются ин-
верторные установки для управления реактивной 
мощностью [5].

В системах с фотоэлектрическими панелями ре-
комендуется использовать комбинированные мето-
ды управления активной и реактивной мощностью 
с помощью сетевых фотоэлектрических инверторов 
для поддержания напряжения в пределах заранее 
определенных ограничений [6].

Фотоэлектрические панели обычно работают  
в сетях низкого и среднего напряжения, где инвер-
торы могут эффективно управлять параметрами на-
пряжения. Использование систем накопления элек-
трической энергии также является эффективным 
решением для управления напряжением в данных 
сетях. Эти системы заряжаются в периоды высокой 
генерации ФП и разряжаются в другие периоды, 
что помогает поддерживать напряжение в допусти-
мых пределах. В распределительных сетях с номи-
нальными уровнями напряжения до 35 кВ системы 
накопления энергии могут значительно улучшить 
качество электроснабжения, компенсируя кратко-
временные скачки и падения напряжения, а также 
сглаживая пики нагрузки.

Сочетание методов управления активной и ре-
активной мощностью с применением систем на-
копления электрической энергии является опти-
мальным решением для регулирования напряжения  
в распределительных сетях [7]. Однако такие под-
ходы обычно требуют значительных вычислитель-
ных ресурсов, и их техническая реализация связана  
с финансовыми вложениями.

Из-за распределенного характера фотоэлектри-
ческих систем децентрализованные методы управ-
ления напряжением представляют собой эффек-
тивную альтернативу для управления напряжением  
в распределительных сетях. Хотя эти стратегии ши-
роко используются в энергосистемах, их примене-
ние на сетях низкого напряжения (до 10 кВ) может 
быть затруднено [8, 9].

Различные условия генерации мощности могут 
существенно влиять на уровень напряжения в рас-
пределительных сетях. Например, в дневное время, 
когда фотоэлектрические панели (ФП) активно вы-
рабатывают электрическую энергию, напряжение 
в сети может повышаться из-за обратного потока 
активной мощности, который возникает, если гене-
рация энергии ФП превышает потребление в сети. 
Это может привести к превышению допустимых 
уровней напряжения и нестабильности сети.

Основной задачей владельцев солнечных элек-
тростанций является обеспечение максимальной 
выработки активной мощности, при этом не менее 
важной задачей является поддержание миними-
зации колебаний напряжения и поддержание его  
в заданных пределах. Таким образом, целью дан-
ного исследования является разработка методов, 
которые обеспечивают поддержание напряжения  
в пределах допустимых значений согласно действу-
ющим нормам ГОСТ 29322-2014 [10] в распределен-
ных сетях с ФП.

2. Разработка стратегии контроля напряжения 
для распределительных сетей с солнечными фото-
электрическими панелями. Анализ двухуровневых 
алгоритмов регулирования напряжения в контексте 
распределительных сетей, интегрированных с сол-
нечными фотоэлектрическими панелями, выявил 
их ограниченную эффективность в достижении оп-
тимальных показателей управления [5, 9]. В ответ 
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на это предлагается усовершенствованный трех-
уровневый алгоритм, который обеспечивает более 
гибкое и точное управление напряжением в таких 
системах.

Этот алгоритм включает:
1.  Уровень 1: управление реактивной мощно-

стью через инверторы. Современные фотоэлек-
трические инверторы обладают расширенными 
функциями управления реактивной мощностью. 
Устройства способны поглощать или выделять реак-
тивную мощность для воздействия на напряжение 
в точках подключения. В зависимости от уровня на-
пряжения инверторы автоматически настраивают 
свою реактивную мощность для поддержания на-
пряжения в заданных пределах.

2.  Уровень 2: координированное управление 
активной мощностью и компенсация реактивной 
мощности. В случаях, когда регулирование реак-
тивной мощности оказывается недостаточным для 
поддержания напряжения близким к номинальному 
уровню, фотоэлектрические системы могут времен-
но снизить свою активную мощность. Это достига-
ется путем ограничения мощности, выдаваемой ин-
верторами, которые управляют генерацией энергии 
от фотоэлектрических панелей. Системой управ-
ления инвертора могут динамически изменяться 
предустановленные значения (часто называемые 
«уставки активной мощности»), до которых может 
быть снижена мощность в зависимости от текущих 
значений напряжения и условий нагрузки в сети. 
Это позволяет избежать чрезмерного повышения 
напряжения без значительных потерь в выработке 
электроэнергии.

3.  Уровень 3: реконфигурация сети и исполь-
зование систем накопления энергии (СНЭЭ). Ре-
конфигурация распределительной сети достигается 
за счет изменения её топологии, например, путем 
включения или выключения секционных выклю-
чателей. Это позволяет перераспределить потоки 
энергии и снизить напряжение в определенных 
участках сети. Ключевым элементом является ин-
теграция СНЭЭ, согласно ГОСТ Р 58092.1-2021 [11] 
это могут быть подсистемы накопления на основе 
аккумуляторных батарей, маховичные или конден-
саторные системы накопления энергии. В условиях 
изменяющейся нагрузки и генерации СНЭЭ могут 
выполнять функции регулирования потока актив-
ной мощности, срезания, выравнивания или смеще-
ния пиков нагрузки.

3. Описание модели. В этом разделе формулиру-
ются основные допущения, правила и ограничения 
модели, а также определяется целевая функция. 
Для каждого уровня модели разработаны свои спе- 
цифические цели и методы достижения оптималь-
ного регулирования напряжения. 

В рамках разработки модели для трехуровневой 
стратегии контроля напряжения в распределитель-
ных сетях с солнечными фотоэлектрическими пане-
лями формулируются следующие допущения:

—  каждый фидер распределительной сети мо-
жет быть подключен к СНЭЭ, фотоэлектрической 
системе и различным нагрузкам;

—  в модели учитывается двустороннее движе-
ние активной и реактивной мощности в зависимо-
сти от условий сети;

—  падение напряжения происходит из-за импе-
данса фидера, что учитывается при моделировании;

—  напряжение на шинах коррелирует с пото-
ком мощности и импедансом фидера;

—  обеспечена аппаратная возможность регули-

рования активной и реактивной мощности на каж-
дой шине для контроля напряжения;

—  напряжение на шинах (6–10 кВ) коррели-
рует с потоком мощности и импедансом фидера  
и для упрощения вычислений рассматривается в 
относительных единицах; предполагается, что на-
пряжение на шинах может находиться в диапазоне  
от 0,8 до 1,2 о.е., где 1 о.е. — номинальное напря-
жение;

—  активная и реактивная мощность на шинах 
может изменяться в диапазоне от –0,5 до 0,5 о.е., 
где отрицательные значения соответствуют избыт-
ку генерации, а положительные — избытку потре-
бления; реактивная мощность может потребляться 
инверторами фотоэлектрических систем и система-
ми накопления энергии, настроенными на соответ-
ствующие режимы.

Первый уровень: управление реактивной мощ-
ностью через инверторы.

Цель: управление реактивной мощностью через 
инверторы для поддержания оптимального напря-
жения на фидерах.

Целевая функция: минимизация отклонений на-
пряжения от заданного уровня (1 о.е.), учитывая ди-
намику потребления и генерации.

 

где L
min

 — функция потерь, которая включает в себя 
отклонение напряжения и изменение мощности;

N
I
 — общее количество фидеров;

N — общее количество сценариев или условий, 
например, изменения погодных условий, пиковых 
нагрузок, технических условий работы РС;

N
T
 — общее количество временных интервалов; 

 — весовой коэффициент для каждого сцена-
рия или условия. Данный коэффициент указывает 
на важность конкретного сценария или условия  
в модели; 

U
i,,t

 — напряжение на i-й шине в сценарии   
и момент времени t, выраженное в единицах отно-
сительного измерения (о.е.);

|U
i,,t

 – 1| – абсолютное отклонение напряже-
ния от 1 о.е.;

P
i,,t + 1

 — прогнозируемая нагрузка или выработ-
ка на i-й шине в сценарии ω и времени t+1, (Вт), 
где положительные значения соответствуют избыт-
ку потребления, а отрицательные значения — из-
бытку генерации;

P
i,t
 — нагрузка или выработка на шине i в мо-

мент времени t (исторические данные (Вт));
λ — коэффициент, определяющий влияние про-

гнозируемых изменений нагрузки или выработки 
энергии на целевую функцию.

Здесь, в отличие от метода, описанного в [5], вво-
дится новый параметр прогнозируемой нагрузки для 
учета будущих изменений в нагрузке и генерации, 
позволяя системе хранения энергии адаптироваться 
к предполагаемым условиям, а не только реагировать 
на текущие. Коэффициент λ определяется исходя  
из анализа чувствительности системы к различным 
его значениям. Это может включать оценку влия-
ния λ на ключевые показатели эффективности си-
стемы, такие как отклонение напряжения от номи-
нальных значений, эффективность систем хранения  
энергии.
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Диапазон для λ может быть выбран исходя  
из эмпирических наблюдений и тестирования си-
стемы в диапазоне λ от 0 до 1. При аналитическом 
определении λ оптимальное будет там, где произ-
водная L(λ) по λ равна нулю (точка экстремума). 
Чтобы убедиться, что найденное значение λ соот-
ветствует минимуму функции L

min
, необходимо про-

верить знак второй производной.
При формировании целевой функции L

min
, важ-

но, чтобы в ней учитывался вклад изменений мощ-
ности в общие потери, что должно сохраняться 
независимо от значения параметра λ. Параметр λ,  
в свою очередь, определяет степень воздействия это-
го вклада на общую функцию потерь. В рамках раз-
рабатываемого алгоритма это означает, что значение 
параметра λ не влияет на важность изменений мощ-
ности по сравнению с отклонениями напряжения — 
они остаются равнозначными для всех значений λ. 
Диапазон выбора значений λ составляет от 0,1 до 0,3, 
что указывает на ограниченное воздействие изме-
нений мощности на общую функцию потерь. Такой 
подход позволяет учитывать динамику мощности,  
не придавая ей доминирующего значения.

Следует отметить, что выработка активной  
и реактивной мощности солнечных электростан-
ций (СЭС) сильно зависит от времени суток и года. 
Чтобы более точно учитывать это в представленном 
алгоритме, в дальнейшем планируется включить 
методы машинного обучения (МО) для выполнения 
функции прогнозирования на основе исторических 
данных и текущих условий системы, чтобы адап-
тировать работу инверторов и СНЭЭ. Прогнозиро-
вание нагрузки и выработки энергии может быть 
выполнено с использованием методов машинного 
обучения или статистических временных рядов. 
Например, можно использовать авторегрессионные 
интегрированные модели скользящего среднего 
(АИМСС) или модели машинного обучения, такие 
как случайный лес или другие.

Формула для АИМСС модели: 
 

где P
i,t
 — нагрузка или выработка на шине i в мо-

мент времени t, (Вт);
ϕ

1
, ..., ϕ

p
 — параметры авторегрессии;

θ
qϵt — параметры скользящего среднего;

ϵ
t
 — ошибка прогноза, (Вт).

Ограничения должны включать баланс мощно-
сти на шинах, допустимые пределы напряжения, 
ограничения на параметры работы СНЭЭ добавля-
ются только на третьем уровне алгоритма.

Для активной мощности:

P
i,,t

  = P
g,i,,t

  – P
li,t
,

где P
g,i,,t

 — активная мощность, генерируемая  
на i-й шине в сценарии ω в момент времени t, (Вт); 

P
li,t
 — активная мощность, потребляемая на i-й 

шине в момент времени t, (Вт).
Для реактивной мощности:
 

где Q
g,i,ω,t

 и Q
li,t
 — генерируемая и потребляемая ре-

активная мощность на шине i соответственно, (вар). 
Знак ± отражает возможность как генерации, так  
и потребления реактивной мощности.

Ограничения по напряжению: 
 

где U
min

 и U
max

 — минимальное и максимальное до-
пустимые значения напряжения соответственно, 
(о.е.).

Второй уровень: компенсация реактивной мощ-
ности.

На данном этапе происходит формирование ал-
горитмом вариантов регулирования напряжения 
путем управления реактивной мощностью.

Целевая функция та же, что и на первом уровне.
Для определения топологических связей сети 

вводится индекс модульности сети (или топологи-
ческий индекс) , который используется для оценки 
структуры сети, в частности, как сильно сеть от-
клоняется от случайного распределения связей [5]. 
В контексте распределительных сетей электроэнер-
гии это может помочь понять, насколько сеть опти-
мизирована или фрагментирована.

Индекс модульности сети (или топологический 
индекс, безразмерная величина):

 
где A

ij
 — элемент матрицы смежности, указываю-

щий на наличие (1) или отсутствие (0) связи между 
узлами сети i и j;

k
i
 и k

j
 — степени узлов сети i и j соответственно, 

представляющие количество связей каждого узла;
M — общее количество связей (ребер) в сети;
Z

i,j
 — импеданс линии между узлами i и j (Ом);

Z
норм

 — нормализующий коэффициент для импе-
данса; нормализующий коэффициент для импедан-
са Z

норм
 используется для приведения импедансов 

всех линий сети к единому масштабу, определяет-
ся как среднее значение пропускных способностей 
всех линий в сети (См);

C
i,j
 — пропускная способность линии между уз-

лами i и j (См).
C

i,j
 определяется следующим образом:

C
i,j
 = 1/Z

i,j
 ∙ L

i,j
.

L
i,j 

 — длина линии между узлами i и j, (м).
Баланс активной мощности [5]: 
 

где U
i,ω,t

 и U
j,ω,t

  — напряжения на шинах i и j соот-
ветственно (В);

Y
i,j
 — адмиттанс в электрической цепи между 

шинами i и j (См);
δ

i,ω,t
 и δ

j,ω,t
 — фазовый угол напряжения на шинах 

i и j соответственно, (рад), который представляет 
собой разность фаз между вектором напряжения 
на шине и некоторым опорным вектором напря-
жения, указывая на временной сдвиг между мак-
симумом напряжения и выбранной точкой отсчета  
во времени; 

θ
i,j
 — угол фазы адмиттанса в электрической 

цепи между шинами i и j, (рад), показывающий фа-
зовый сдвиг между компонентами комплексных ве-
личин адмиттанса и импеданса.
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Учет того, что напряжение на каждой шине сети 
зависит от потока активной и реактивной мощ-
ности через фидер, а также от импеданса фидера 
выражается линейной зависимостью изменения на-
пряжения от изменения мощности с учетом импе-
данса фидера:

ΔU = v  ∙ (P ∙ R + Q ∙ X),

где ΔU — изменение напряжения (В);
R и X — активное и реактивное сопротивления 

фидера, (Ом);
v — коэффициент пропорциональности (безраз-

мерная величина).
Значение v должно быть получено эксперимен-

тально или рассчитано на основе базовых параме-
тров электрической сети, в общем случае v опреде-
ляется:

v = U2
ном

 / (S
баз

  ∙ Z
баз

),

где U
ном

 — номинальное напряжение линии (В);
S

баз
 — базовая мощность (полная мощность, ис-

пользуемая для нормализации величин мощности  
в расчетах), (ВА);

Z
баз

 — базовое сопротивление (определяется  
на основе номинального напряжения линии и базо-
вой мощности), (Ом).

Базовые параметры выбираются в зависимости 
от конкретной системы и условий эксплуатации.

Уравнение баланса активной мощности изме-
нять нецелесообразно, а в уравнении баланса реак-
тивной мощности [5] необходимо учесть дополни-
тельные факторы, влияющие на работу сети, такие 
как влияние распределенной генерации и изменчи-
вость потребления:

 

где Q
инв,i,ω,t

 — реактивная мощность, генерируемая 
или поглощаемая инверторами на шине i, (вар).

Это позволяет отразить вклад инверторов в об-
щий баланс реактивной мощности на каждой шине.

Кривая возможностей инвертора для управле-
ния реактивной мощностью определяется как [3]:

 

где S
инв,j,ω,t

 — полная мощность инвертора (ВА).
Данная кривая возможностей инвертора явля-

ется базовым представлением, формируя простую 
окружность в плоскости P-Q, которая не полностью 
отражает эксплуатационные пределы и возможно-
сти современных инверторов, в действительности 
она является более сложной.

Для более точного регулирования следует рас-
сматривать варианты работы инвертора в квадран-
тах, так как современные инверторы могут рабо-
тать во всех четырех квадрантах плоскости P-Q. 
Это связано с тем, что инверторы часто имеют 
ограничения по коэффициенту мощности, которые 
ограничивают количество реактивной мощности, 
вырабатываемой или поглощенной при заданной 
активной мощности, так как инвертор имеет мак-
симальную полную мощность (S

инв,max
), с которой он 

может работать [12]. Таким образом, необходимо 

учитывать как опережающий, так и запаздываю-
щий коэффициенты мощности в управлении инвер-
торами, поскольку электрические сети включают 
индуктивные нагрузки, а также обладают индук-
тивностью, характерной для трехфазных систем. 
Это значит, что необходимо ввести дополнительные 
ограничения по превышению максимального преде-
ла опережающего и запаздывающего коэффициен-
та мощности: 

 

                                                             ,

где P
g,i,ω,t

  — активная мощность, выдаваемая инвер-
тором (Вт);

Q
g,i,ω,t

  — реактивная мощность инвертора, (вар);
S

инв,max
 — максимальная полная мощность инвер-

тора (ВА);
КМ

опереж
 — максимальное значение опережаю-

щего коэффициента мощности;
КМ

запазд
 — максимальное значение запаздываю-

щего коэффициента мощности;
Q

инв,max
 и Q

инв,min
 — максимальная и минимальная 

реактивная мощность, которую может обеспечить 
инвертор, соответственно.

Третий уровень: реконфигурация сети и исполь-
зование систем накопления энергии (СНЭЭ).

Цель: минимизировать отклонение напряжения 
от 1 о.е. при рассмотрении дополнительных меха-
низмов регулирования. Регулирование нагрузки  
в зависимости от уровня напряжения:

 

где α — коэффициент, отражающий реакцию на-
грузки на изменение напряжения.

Коэффициент α, характеризующий реакцию на-
грузки на колебания напряжения в электроэнерге-
тической сети, был определен на основе анализа 
исторических данных [12]. Исследование показало 
нелинейную зависимость между отклонением на-
пряжения и изменением нагрузки: при малых от-
клонениях реакция минимальна, но она возрастает 
при увеличении отклонения от нормального значе-
ния. В рамках данного исследования для моделиро-
вания типичных условий распределенной сети был 
выбран диапазон значений α от 0,05 до 0,15.

Применение СНЭЭ, включая подсистемы на-
копления на основе аккумуляторных батарей, ма-
ховичных или конденсаторных систем накопле-
ния энергии, предусматривает различные подходы  
к регулированию мощности в ответ на колебания 
напряжения, но для регулирования активной мощ-
ности в ответ на колебания напряжения использу-
ются аккумуляторные батареи или маховичные си-
стемы накопления энергии: 

где β — коэффициент, отражающий реакцию си-
стемы хранения на изменение напряжения.
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Коэффициент β, определяющий эффективность 
системы хранения энергии в процессе реагирова-
ния на изменения в сети, был установлен на уровне 
0,1–0,2 на основе моделирования идеальной дина-
мики заряда/разряда этих систем и их вклада в ре-
гулирование напряжения. 

Ограничения на параметры работы СНЭЭ, мощ-
ность заряда:

 

где P
заряд,i,t

 — мощность заряда системы хранения 
энергии на шине i в момент времени t, (Вт или о.е.);

P
заряд,max,i

 — максимально допустимая мощность 
заряда для шины i, (Вт или о.е.);.

Ограничения на мощность разряда:

 
где P

разряд,i,t
 — мощность разряда системы хранения 

на шине i в момент времени t, (Вт или о.е.); 
P

разряд,min,i
 — минимально допустимая мощность 

разряда для шины i, (Вт или о.е.).
Ограничения на уровень заряда (УЗ) батареи  

на шине i в момент времени t на минимальный уро-
вень заряда (о.е.): 

 

аналогично на максимальный уровень заряда: 
 

Ограничения по напряжению:  
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В контексте управления электроэнергетически-
ми системами реакция на спрос (demand respon- 
se) — это механизм управления потреблением 
электроэнергии с целью поддержания баланса меж-
ду спросом и предложением на электроэнергию. 
Пределы реакции на спрос определяют, насколько 
и в каких пределах можно изменять потребление 
электроэнергии в ответ на сигналы управления или 
изменения состояния электрической сети. 

В данном случае пределы на реакцию на спрос:

 

Р
PС,i,t

  — изменение активной мощности (реакция 
на спрос) в узле i в момент времени t, (Вт или о.е.);

Р
PС,max

 — максимальное возможное изменение 
активной мощности в узле i, (Вт или о.е.).

СНЭЭ играют важную роль в регулировании 
работы распределенных электроэнергетических 
систем, предоставляя возможность накапливать 
избыточную энергию в периоды низкого спроса  
и выдавать её в периоды высокого спроса. Для эф-
фективной работы разрабатываемого алгоритма 
важно учитывать пределы мощности, которую мо-
гут выдавать или поглощать СНЭЭ, которые зависят  
от технических характеристик систем накопления 
энергии, таких как их емкость, эффективность и те-
кущий уровень заряда.

Пределы систем хранения энергии:
 

где P
накопителя,min

 — минимально возможное количе-
ство энергии, которое система накопления может 
выдавать или поглощать (Вт или о.е.);

P
накопителя,max

 — максимально возможное количе-
ство энергии, которое система накопления может 
выдавать или поглощать.

4. Результаты моделирования. Моделирование 
основывалось на предложенном трехуровневом 
алгоритме управления напряжением в распреде-
ленных сетях с ФП. Для анализа работы алгоритма 
использовался набор данных, которые были получе-
ны с данных «Solar Power Generation Data» на двух 
электростанциях в Индии [13] и включали информа-
цию о выработке электроэнергии, проходящей че-
рез инверторы, а также данные датчиков инвертор-
ной системы (температура, солнечная иррадиация  
и другие параметры). Данные о генерации и дан-
ные с датчиков собирались с интервалом в 15 минут  
в течение 34 дней. Выбор используемого набора дан-
ных обусловлен его открытой информацией и под-
твержденной корректностью информации откры-
той международной платформы Kaggle [13]. Важно 
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Рис. 1. Пример используемого открытого набора данных
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,max,накопителя,,накопителяmin,накопителя PPP ti   

 



Э
Н

ЕР
ГЕ

ТИ
К

А
  И

  Э
Л

ЕК
ТР

О
ТЕ

Х
Н

И
К

А
О

М
С

К
И

Й
 Н

А
У

Ч
Н

Ы
Й

 В
ЕС

ТН
И

К
 №

 3
 (

19
1)

 2
02

4

88

отметить, что энергетические данные Российской 
Федерации в настоящее время являются страте-
гически важной информацией и не публикуются 
в открытом доступе для общих целей. Это обстоя-
тельство ограничивает возможность использования 
российских данных для проведения исследований. 
Поэтому в данном исследовании были использо-
ваны открытые данные, доступные на платформе 
Kaggle, что позволяет провести аналогичное моде-
лирование и верификацию разработанных алгорит-
мов управления энергосистемами.

Представленный набор данных состоит из на-
бора файлов, где один файл содержит подробную 
информацию о выработке электроэнергии на уров-
не инвертора (каждый инвертор подключен к не-
скольким линиям ФП), а другой — показания дат-
чиков инверторной системы на уровне установки, 
полученных с одного оптимально расположенного 
массива датчиков. Пример данных из набора пред-
ставлен на рис. 1, заголовки таблицы не переводи-
лись с английского языка, чтобы показать исходный 
формат (тот, в котором данные представлены в ис-
точнике) используемого набора данных.

На первом уровне алгоритма проводилось еже-
дневное планирование работы системы хранения 
энергии с целью поддержания напряжения в пре-
делах номинальных значений. Результаты демон-
стрируют снижение среднесуточного отклонения 
напряжения, что подтверждает эффективность 
предложенного подхода.

На втором уровне была выполнена компенсация 
реактивной мощности, что, согласно визуализиро-
ванным данным, позволило эффективно регулиро-
вать напряжение в сети при колебаниях активной 
мощности.

Третий уровень обеспечивал управление напря-
жением с использованием СНЭЭ. Результаты пока-
зали значительное улучшение стабильности напря-
жения даже при значительных отклонениях.

Реализация алгоритма на представленном набо-
ре данных происходила на языке программирова-
ния Python в среде Jupyter Notebook под управлени-
ем операционной системы Mac OS. Данная система 
была выбрана исключительно по причине ее нали-
чия и удобства использования, так как она являет-
ся Linux-подобной. Использование Linux-подобных 
систем предпочтительно при работе с языком про-
граммирования Python, поскольку они обеспечи-
вают доступ к наиболее актуальным обновлениям 
библиотек, которые могут быть недоступны на си-
стемах Windows. Для визуализации и интерпрета-
ции результатов работы было построено несколько 
графиков с использованием библиотек Matplotlib  
и Seaborn.

Процесс адаптации алгоритма к реальным дан-
ным включал преобразование модели для анализа 
данных о мощности как постоянного, так и пере-
менного тока (DC/AC invertor power). Построенные 
графики иллюстрировали связь между отклонени-
ем напряжения и мощности как DC, так и AC ча-
сти инвертора, что позволило более глубоко про-
анализировать динамику системы. Важно отметить, 
что регулирование напряжения изменением реак-
тивной мощности относится только к сетям пере-
менного тока, поскольку в сетях постоянного тока 
такой проблемы не существует. В данных наборах 
присутствует информация о мощности постоянного 
(DC) и переменного (AC) тока, что позволяет учи-
тывать различные режимы работы инверторов [13].

Построенные графики иллюстрировали связь 
между отклонением напряжения и мощности по-
стоянного тока, что позволило более глубоко про-
анализировать динамику системы.

На рис. 2 изображен график, отражающий за-
висимость отклонения напряжения от отклонения 
мощности постоянного тока, согласно исследуемо-
му набору данных. На всех графиках месяц май был 
выбран для примера, разработанный программный 
код позволяет выбрать любую дату из существу-
ющих, при условии наличия данной информации  
в выбранную дату в наборе данных. Отображение 
времени используется согласно установленному 
формату набора данных, где первое число — это 
номер месяца (05-май), второе число — это день ме-
сяца, третье число — время суток этого дня. Ана-
лизируемый интервал в 24 часа позволяет детально 
рассмотреть суточную динамику системы. Зависи-
мость отклонения активной мощности постоянного 
тока (DC) от времени в течение суток. Это позво-
ляет оценить суточные изменения мощности и их 
влияние на работу системы.

На рис. 3 изображен график реактивной мощно-
сти, иллюстрирующий пределы регулирования ре-
активной мощности в ответ на изменение активной 
мощности, тем самым регулируя напряжение в сети.

На рис. 4 показана реакция на спрос в зависимо-
сти от температуры окружающей среды. Алгоритм 
учитывает коэффициент α, который используется 
для регулирования потребления энергии на основе 
отклонений температуры окружающей среды от её 
среднего значения. Алгоритм реагирует на измене-
ние температуры окружающей среды, корректируя 
потребление энергии. Коэффициент α определяет 
степень влияния температуры на потребление. Та-
ким образом, график демонстрирует реакцию си-
стемы на изменение температуры, где температура 
сначала возрастает, а затем опускается в течение 
дня.

Рис. 2. График интерпретации отклонения напряжения от отклонения мощности постоянного тока
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На рис. 5 показан отклик системы хранения 
энергии на изменение температуры модуля. Алго-
ритм учитывает коэффициент β, который использу-
ется для регулирования отклика системы хранения 
энергии на основе отклонений температуры модуля 
от её среднего значения. Алгоритм реагирует на из-

менение температуры модуля, корректируя отклик 
системы хранения энергии. Коэффициент β опреде-
ляет степень влияния температуры на отклик систе-
мы. График демонстрирует, как система хранения 
энергии адаптируется к изменениям температуры 
модуля в течение суток.

Рис. 3. График предела реактивной мощности в рассматриваемой системе в конкретное время

Рис. 4. График реакции спроса на электроэнергию в зависимости от температуры окружающей среды

Рис. 5. График реакции системы хранения энергии на температуру модуля

Рис. 6. Демонстрация работы алгоритма на исследуемом наборе данных
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В представленной симуляции работы алго-
ритма включены две стратегии управления, одна  
из которых для «жесткого», другая — для «мягко-
го» регулирования напряжения, чтобы обеспечить 
максимальную эффективность в различных услови-
ях. Жесткое регулирование предполагает строгое 
соблюдение установленных параметров напряже-
ния, в то время как мягкое регулирование позво-
ляет большую гибкость в поддержании напряже-
ния. Сравнительный график, представленный на 
рис. 6, иллюстрирует эффективность обеих стра-
тегий и подчеркивает универсальность модели, где 
приближенное относительное напряжение — это 
величина, которая показывает отклонение факти-
ческого напряжения от номинального значения  
в относительных единицах (о.е.). Номинальное зна-
чение напряжения принимается за 1 о.е. (единицу), 
и все отклонения выражаются относительно этого 
значения.

Заключение. Разработанная модель управления 
напряжением в распределительных сетях с инте-
грацией солнечных фотоэлектрических панелей 
демонстрирует эффективность в обеспечении ста-
бильности и надежности системы. Трехуровневый 
подход позволяет комплексно решать задачи управ-
ления и оптимизации энергосистемы.

На первом уровне осуществляется планирова-
ние работы инверторов с учетом предполагаемых 
показателей генерации солнечной энергии, обеспе-
чивая оптимальное распределение нагрузок.

Второй уровень включает в себя меры по ком-
пенсации изменений реактивной мощности, что по-
зволяет управлять напряжением в сети, учитывая 
переменчивость условий и нагрузок.

Третий уровень охватывает дополнительные 
механизмы управления, такие как использование 
ответного спроса и систем хранения энергии, для 
обеспечения стабильности напряжения даже при 
значительных изменениях внешних условий.

Графические материалы и анализ открытого на-
бора данных реальных условий эксплуатации сол-
нечных электростанций подтверждают универсаль-
ность и адаптивность предложенного алгоритма, 
демонстрируя его способность обеспечивать ста-
бильное управление напряжением в широком диа-
пазоне условий.
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THREE-LEVEL VOLTAGE 
CONTROL ALGORITHM 
IN DISTRIBUTED ELECTRICAL 
NETWORKS WITH SOLAR 
PHOTOVOLTAIC SYSTEMS
Modern energy systems are increasingly integrating renewable energy sources, 
presenting new challenges for voltage regulation. This study aims to model the 
voltage regulation process in the context of distributed electrical grids equipped 
with solar photovoltaic systems. A three-tier voltage control algorithm is proposed, 
which analyzes and integrates data on solar generation, suggests optimal actions 
for managing energy storage systems, calculates voltage levels, and recommends 
measures for controlling inverter reactive power to effectively mitigate voltage 
fluctuations. The study employs methods of mathematical averaging of time series 
and optimization based on the analysis of real data. The algorithm's performance 
is evaluated using an open dataset of solar energy generation. The results show a 
significant improvement in voltage regulation metrics, conforming to the standards 
established by GOST 32144-2013. This validates the effectiveness of the proposed 
voltage control method in electrical grids incorporating solar photovoltaic systems.

Keywords: solar photovoltaic systems, distributed electrical grids, voltage 
regulation, renewable energy sources, reactive power control algorithms, inverter 
reactive power.
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ГЕНЕРАТОР 
ХАОТИЧЕСКИХ КОЛЕБАНИЙ
В статье проведен анализ существующих схем генераторов хаоса. Проведено 
численное и имитационное моделирование, направленное на выявление хао-
тической динамики. На основании известных концепций разработан генератор 
хаоса и построена имитационная модель. Дано математическое описание ге-
нератора и получены фазовые портреты. Представлены диаграммы хаоти-
ческих колебаний модели Лоренца и модели Колпитца. Рассмотрена работа 
генератора Ван дер Поля и показаны хаотические процессы, возникающие 
при внешних гармонических колебаниях. Приведена модель Чуа, дано ее ма-
тематическое описание и представлен анализ колебаний в режиме детерми-
нированного хаоса. 

Ключевые слова: хаос, генераторы хаоса, хаотические колебания, аттрактор, 
динамическая система, дифференциальные уравнения, фазовый портрет.

I.  Введение. В современном мире, где стреми-
тельно развивается наука и технологии, генераторы 
хаоса играют значительную роль. Они помогают из-
учать и понимать сложные хаотические процессы, 
которые ранее были неизвестны или трудно изучае-
мы. Генераторы хаоса — это устройства, способные 
генерировать непредсказуемые, сложные и слу-
чайные последовательности. Это свойство позво-
ляет исследователям использовать их для изучения  
и моделирования различных процессов. Они нашли 
применение во многих областях науки и техноло-
гий, таких как физика, математика, медицина, био-
логия, криптография, инженерия и многих других. 

Генераторы хаоса являются незаменимыми ин-
струментами в области физики. Они применяются 
в изучении динамических систем, где предсказание 
будущего состояния этих систем сложно и требу-
ет сложных математических моделей. Например,  
в хаотических колебательных системах генераторы 
хаоса используются для моделирования и предска-
зания хаотической динамики. В таком случае это 
дает исследователям возможность понять, как фи-
зические параметры влияют на эти системы и как 
можно управлять ими. Это важно, например, для 
определения стабильности и надежности сложных 
технических систем, таких как энергетические сети 
или системы автоматического управления [1].

II.  Цель исследования. Провести анализ су-
ществующих схем генераторов хаоса, провести 
численное и имитационное моделирование, на-
правленное на выявление хаотической динамики.  
На основании известных концепций разработать 
схему и построить имитационную модель генерато-
ра хаотических колебаний. Представить математи-
ческое описание генератора и получить результаты 
численного решения уравнений.

III.  Теоретические исследования. Рассмотрим 
известные реализации генераторов. Одним из наи-
более интересных исследований в области изуче-

ния динамических систем является анализ матема-
тического аттрактора Лоренца. Данный аттрактор 
был впервые представлен американским математи-
ком Эдвардом Лоренцем в 1963 году и считается 
одним из фундаментальных применений динамиче-
ских систем в метеорологии и физике. Аттрактор 
Лоренца представляется в трехмерном простран-
стве и описывается системой дифференциальных 
уравнений (1) [2].

 .                   (1)

Эта система моделирует конвекционные потоки, 
которые могут возникать в атмосфере или других 
физических системах. Основная задача состоит  
в анализе динамики этой системы и исследовании 
поведения аттрактора Лоренца в разных условиях. 
Одним из примеров, иллюстрирующих аттрактор 
Лоренца, является изменение температуры воздуха  
в атмосфере. 

Решим систему (1) и получим аттрактор в трех-
мерном пространстве. 

Таким образом, аттрактор Лоренца представляет 
компактное инвариантное множество в трехмер-
ном фазовом пространстве (рис. 1), описывающий 
хаотическое поведение системы. В фазовом про-
странстве видна закрученная структура траекторий  
и внутри выделены две области. Система может на-
ходиться в каждой области в любой момент време-
ни, а переход между ними непредсказуем и не зави-
сит от времени. Эта система представляет большой 
интерес для математиков, физиков и метеорологов, 
так как она моделирует некоторые аспекты атмос-
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ферных явлений и может помочь в изучении хаоти-
ческих процессов в природе. 

Рассмотрим и приведем электрические схемы, 
которые обладают хаотической динамикой. Начнем 
обзор со схемы генератора Колпитца. Достоинство 
генератора заключается в его простой схемной ре-
ализации. Схема Колпитца позволяет генерировать 

высокочастотные сигналы синусоидальной формы. 
Однако при определенных величинах активных  
и реактивных элементов в схеме возникают хао-
тические колебания. Составим имитационную мо-
дель генератора и проведем исследования ее рабо-
ты. Имитационная модель генератора представлена  
на рис. 2 [3].

Схема генератора Колпитца состоит из трех ос-
новных элементов: катушки индуктивности, кон-
денсаторов и биполярного транзистора. Хаотиче-
ские колебания возникают при величинах C

1
 =  

=C
2 
= 5 нФ, L = 10 мкГн, R

1
 = 400 Ом, E

1
 = E

2 
= 

=5 В. Осциллограмма напряжения, снятая с кол-
лектора транзистора, и фазовый портрет представ-
лены на рис. 3. 

Генератор демонстрирует хаотическое пове-
дение при определенных указанных параметрах. 
Сложные хаотические колебания образуют стран-
ный аттрактор в фазовом пространстве. Таким об-
разом, генератор Колпитца широко используется 
для радиочастотных сигналов. Генератор работает  
в разных диапазонах частот и подходит для изуче-
ния хаотических колебаний.

Рассмотрим генератор Анищенко-Астахова, ко-
торый показан на рис. 4. Он состоит из осциллятора 
Микельсена и элемента инерции, и демонстрирует 
свойства хаотической динамики. Эти свойства по-
зволяют ему генерировать сигналы с высокой сте-
пенью случайности и непредсказуемости. Одним  
из главных преимуществ данного генератора явля-
ется его стабильность при изменении температуры. 
В отличие от других аналогичных систем, генератор 
Анищенко-Астахова сохраняет высокую стабиль-
ность своего сигнала даже при значительных коле-
баниях окружающей среды [4]. 

Благодаря своей хаотической динамике, гене-
ратор Анищенко-Астахова успешно применяется 
в различных областях. Он может использоваться  
в системах шифрования информации или рандо-
мизации данных, где случайность и непредсказуе-
мость сигнала являются важными аспектами. Также 
этот генератор может быть использован в системах 
передачи радиосигналов.

Проведем исследования генератора, который 
был изобретен голландским инженером-физиком 
Бальтазаром Ван дер Полем. Он предложил осцил-
лятор с нелинейным затуханием. Им были зафик-
сированы на определенных частотах шумы вблизи 
собственных частот колебаний, они достигались 
путем введения нелинейного и инерционного ак-
тивного сопротивления. Классический осциллятор 
Ван дер Поля — генератор с дополнительной не-
линейной инерционной обратной связью показан  
на рис. 5. Опишем уравнения генератора. В них 
присутствуют два параметра: параметр инерцион-

Рис. 1. Аттрактор Лоренца 
в трехмерном пространстве. 

Результаты численного 
моделирования

Рис. 2. Реализация имитационной модели 
генератора Колпитца

                      а)                                        б)

Рис. 3. Фазовый портрет (а) и напряжение 
на коллекторе транзистора (б)

Рис. 4. Схема генератора Анищенко-Астахова

Рис. 5. Схема генератора 
Ван дер Поля
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ности нелинейного преобразователя и параметр 
сигнала. Значение параметра инерционности опре-
деляет характер генерируемых сигналов. При не-
большом значении данного параметра генератор 
создает простые сигналы, имеющие регулярную 
структуру. При увеличении значения параметра 
инерционности сигналы становятся все более слож-
ными и хаотичными [5].

 ,                (2)
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Добавим в схему источник вынужденных коле-
баний и решим систему. 

Осциллятор с вынужденными колебаниями опи-
сывается следующим уравнением [6]

 .     (3)

Решим уравнение (2) и покажем работу гене-
ратора с вынужденными колебаниями и без них  
(рис. 6).

В процессе решения уравнения использова-
лись следующие коэффициенты: μ = 3, А

m
 = 20,  

ω = 4,5. Время расчета составило 100 сек с шагом 
Δt = 0,01 сек. Модель позволяет получить динами-
ческий хаос в случаях, когда значение параметра 
инерционности превышает единицу. Таким обра-
зом, можно расширить спектр сгенерированных 
сигналов и получить более широкие возможности 
по управлению их структурой.

Приведем схему генератора Чуа (рис. 7). Это 
электронное устройство, которое может генериро-
вать хаотические колебания. Он основан на опе-
рационном усилителе и включает в себя ёмкости, 
индуктивности. 

Математическая модель генератора Чуа может 
быть описана системой дифференциальных уравне-
ний [7]:

 .               (4)

Здесь U
c
, U

b
 и U

d
 представляют собой напряже-

ния на ёмкости, индуктивности и внешнем элемен-
те соответственно. Параметры α и β определяют ха-
рактеристики генератора Чуа. 

Принцип работы генератора Чуа основан  
на нелинейной крутопадающей характеристике  
с отрицательным дифференциальным сопротивле-
нием. При определенных значениях параметров α  
и β на выходе генератор Чуа появляются хаотиче-
ские колебания высокой частоты. Генератор пред-
ставляет собой трехмерную динамическую систему 
с возможностью генерации сигналов разной слож-

ности и хаотичности. Когда напряжение подается 
на конденсаторы и катушку индуктивности, воз-
никает неустойчивость и начинаются хаотические 
колебания. Нелинейный резистор с отрицательным 
сопротивлением и крутопадающей характеристи-
кой усиливает эту неустойчивость и делает колеба-
ния более сложными.

Он имеет свои преимущества и недостатки, ко-
торые можно учитывать при разработке систем 
связи и контроля. Генератор Чуа является одной  
из наиболее известных электронных цепей, при-
меняемых для создания хаотических колебаний. 
Схема была предложена Леоном Чуа в 1983 году  
и быстро стала популярной среди исследователей  
и электронных инженеров. 

Генератор Чуа также обладает свойством само-
подобия, т.е. структура и форма сигналов повторя-
ются на разных временных и пространственных 
масштабах. Это свойство позволяет использовать 
генератор Чуа в симуляции хаотических систем  
и анализе динамических систем. Его сложное и ха-
отичное поведение находит применение в разных 
областях и может сыграть важную роль в развитии 
науки и технологий.
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Рис. 6. Демонстрация работы генератора с помощью
 численного решения уравнения (2): а) диаграмма

 колебаний без вынужденных колебаний; б) фазовый 
портрет для случая без вынужденных колебаний; 
в), г) диаграмма и фазовый портрет для случая 

с вынужденными колебаниями

                     а)	                                     б)

Рис. 7. Генератор Чуа
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IV.  Разработка генератора хаотических колеба-
ний. Исходя из сравнительного анализа приведён-
ных схем и моделей, была разработана математиче-
ская и физическая модель генератора хаотических 
колебаний, основанного на сравнении двух сигна-
лов [8]. В качестве элемента сравнения использо-
ван аналоговый компаратор. На рис. 8 представлена 
принципиальная схема генератора и фазовый пор-
трет хаотических колебаний.

На выход аналогового компаратора подключена 
активно-индуктивная нагрузка, что позволяет осу-
ществить сглаживание импульсов выходного тока. 
Хаотическая генерация возникает в момент равен-
ства входных сигналов постоянного напряжения. 
Предположительно это вызвано действием тепло-
вых шумов, которые усиливаются микросхемой. 

Составим математическое описание предложен-
ной схемы и покажем результаты вычислений. Раз-
работаем математическую модель, описывающую 
динамику рассматриваемого процесса с указанным 
предположением. Флуктуации теплового шума, дей-
ствующие на входе компаратора, можно записать  
с помощью выражения:

y(t) = G(t) ∙ k[|A
m1
 ∙ sin(ωt + φ

1
)| + 

+A
m2
 ∙ sin(ω

t
 + φ

2
)] + m,                 (5)

где G(t) — белый гауссовский шум, k — масштаб-
ный коэффициент, m — постоянная составляющая 
сигнала.

Выходное напряжение компаратора найдем сле-
дующим образом:

                    (6)
                                           ,

где x — порог срабатывания. 
Воспользуемся приведенными выражениями, со-

ставим имитационную модель и продемонстрируем 
ее работу. На рис. 9 показана модель и диаграмма 
сигнала с выхода компаратора.

Из рис. 9 видно, что выходной сигнал имеет оди-
наковую амплитуду во всем диапазоне временного 
промежутка, однако частота этого сигнала изменят-
ся хаотическим образом. Для сглаживания импульс-
ного выходного сигнала и получения изображения 
фазового портрета в виде странного аттрактора до-
бавим в модель активные и реактивные компонен-
ты. Завершенная модель разработанного генерато-
ра показана на рис. 10. 

Форма фазового портрета, полученного на фи-
зической модели, и форма фазового портрета, полу-
ченного с помощью имитационной модели, практи-
чески совпадают. Это подтверждает предположение 
о том, что тепловой шум приводит к переключению 
состояния компаратора и таким образом усиливает-
ся. В таком случае на выходе микросхемы генери-
руются близкий к прямоугольной форме выходной 
сигнал с хаотической частотой, соответствующий 
частоте сигнала источника теплового шума [9, 10]. 
Колебания получены при L1 = 2 мкГн, C1 = 40 нФ, 
R1 = 6 Ом, L2 = 220 мкГн, R2 = 620 Ом.

V.  Вывод. Предложен генератор хаотических 
колебаний на аналоговом компараторе. Генера-
тор способен формировать хаотические колебания  
в широкой полосе частот. Форма фазового портрета 
имеет один завиток и схожа со странным аттрак-
тором, полученным с помощью схемы Колпитца.  
В разработанном генераторе причиной хаотических 
колебаний предположительно является тепловой 
шум, усиливающийся компаратором. По резуль-

                                                    а)                                                                             б)

Рис. 8. Принципиальная схема разработанного генератора (а) и фазовый портрет
 хаотических колебаний, полученный в ходе экспериментов (б)
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                    а)	                                      б)

Рис. 9. Имитационная модель (а) и сигнал на выходе 
элемента сравнения (б)

                    а)                                         б)

Рис. 10. Модель генератора (а) и фазовый портрет (б)
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татам эксперимента составлена имитационная мо-
дель, которая включает в себя источник теплового 
шума, образованный гауссовским распределением. 
Хаотические колебания возникают в случае, если 
величина теплового шума будет больше порогово-
го значения компаратора. Такой генератор найдет 
свое применение в устройствах генерирования ши-
рокополосных хаотических сигналов [11]. Таким 
образом, генераторы хаотических колебаний яв-
ляются важной частью современных систем. Они 
представляют собой устройства, способные созда-
вать электрические сигналы определённой формы 
и частоты.
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CHAOTIC OSCILLATION GENERATOR
The article analyzes existing schemes of chaos generators. Numerical and simulation 
modeling is carried out aimed at identifying chaotic dynamics. Based on well-
known concepts, a chaos generator is developed and a simulation model is built. 
A mathematical description of the generator is given and phase portraits are 
obtained. Diagrams of chaotic oscillations of the Lorentz model and the Colpitts 
model are presented. The operation of the Van der Pol generator is considered 
and the chaotic processes that arise during external harmonic oscillations are shown. 
Chua's model is presented, its mathematical description is given, and an analysis of 
oscillations in the deterministic chaos regime is presented.
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АНАЛИЗ ПОТЕРЬ В ЗАЩИЩЕННЫХ 
И НЕИЗОЛИРОВАННЫХ ПРОВОДАХ 
В СТАЦИОНАРНЫХ РЕЖИМАХ 
С УЧЕТОМ ПОГОДНЫХ УСЛОВИЙ
В воздушных линиях систем электроснабжения на напряжения 6–110 кВ все 
большую популярность приобретает использование защищенных проводов, 
которые обладают целым рядом преимуществ перед традиционными неизо-
лированными алюминиевыми проводами. С другой стороны, наличие изоля-
ции требует разработки более сложных математических моделей для адек-
ватного описания их поведения и исследования характеристик новых проводов 
при эксплуатации. 
Приведены результаты использования разработанных математических моде-
лей и программ расчета для сравнительного анализа защищенных и неизоли-
рованных проводов в условиях изменения токов нагрузки и погодных условий. 
Исследованы зависимости температуры и потери активной мощности от тол-
щины изоляции. Показано, что наличие изоляции позволяет при определенных 
условиях уменьшить температуру и потери по сравнению с проводами без 
изоляции при прочих равных условиях.
Полученные результаты могут быть использованы для повышения пропускной 
способности и надежности линий электропередач.

Ключевые слова: потери активной мощности, температура проводника, изо-
лированный провод, защищенный провод, активная мощность, воздушные ли-
нии, сопротивление линии. 

Введение. Рост численности населения, значи-
тельные темпы развития отраслей промышленно-
сти, связанных с использованием электроэнергии, 
обусловливает постоянный рост потребления элек-
трической энергии. Согласно различным сцена-
риям развития энергетики (Net Zero, Accelerated, 
New Momentum), доля электроэнергии к 2050 году  
в общем потреблении энергии увеличится в 1,9– 
2,4 раза по сравнению со значением в 2019 году [1]. 
Прогнозируемый спрос на электрическую энергию 
будет ежегодно возрастать на 1,7–5 % до 2050 года 
[1]. Естественно, будет расти и мощность, передава-
емая по воздушным линиям (ВЛ) электропередачи. 
В связи с увеличением выработки электроэнергии 
возникает необходимость в увеличении пропускной 
способности линий электропередач для надежной  
и безопасной эксплуатации [2]. Существует не-
сколько методов увеличения пропускной способно-
сти линии: повышение уровня рабочего напряже-
ния, увеличение количества цепей, использование 
специальных проводников и уточненный расчет до-
пустимой мощности [3–6]. Одним из вариантов до-

стижения указанной цели является усиление сети 
за счет строительства новых линий электропереда-
чи или реконструкции уже существующих. Однако 
реализация указанного направления требует суще-
ственных затрат, средств и времени. Наиболее ча-
сто строительство новых линий ограничено в связи 
с отсутствием свободных территорий.

Пропускная способность линий электропереда-
чи зависит от площади поперечного сечения про-
вода. Площадь возможно увеличить за счет добав-
ления дополнительного провода на фазу. Данный 
вариант негативен тем, что увеличивается нагруз-
ка на существующую опору линий электропере-
дач, подвесного и соединительного оборудования. 
Возможно увеличение провисания провода и пре-
вышение показателей безопасной высоты. Таким 
образом, установка дополнительного провода тре-
бует увеличения затрат, так как необходима замена 
существующих опор и подвесного оборудования. 
Сроки окупаемости для подобных значительных 
затрат за приемлемое время весьма сомнительно. 
Поэтому на практике акцент делается на полное ис-
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пользование возможностей существующих линий 
электропередач.

Реальной альтернативой строительству новых 
линий электропередачи в вышеуказанных условиях 
может быть использование погодных условий для 
уточнения пропускной способности сети в режимах 
эксплуатации близких к номинальным.

На пропускную способность и температуру про-
вода существенное воздействие оказывают такие 
погодные условия, как температура окружающей 
среды, скорость и направление ветра, солнечная 
радиация. На температуру проводов может также 
влиять уровень загрязнения окружающей среды, 
старение проводов и др. 

Традиционно для прогнозирования пропускной 
способности воздушных линий используются зара-
нее заданные значения консервативного набора ме-
теоусловий. Такой подход получил определение как 
метод статического расчета (SLR). Дальнейшее раз-
витие расчетов с учетом погодных условий связано 
с динамическим методом расчета (DLR) — метод ди-
намического рейтинга линий электропередач. Ука-
занный метод позволяет учитывать реальные мете-
оусловия для нахождения пропускной способности 
электрических сетей. Практика использования ме-
тода DLR показала возможность значительного уве-
личения пропускной способности в режиме реаль-
ного времени и реальных метеоусловий.

Созданные методы DLR можно условно разде-
лить на две группы, которые объединяют косвен-
ные методы и прямые методы. В прямых методах 
информация о характеристиках линий электропе-
редачи (температура провода, натяжение и прови-
сание провода) определяют с помощью датчиков 
непосредственного мониторинга.

Конкретные рекомендации по учету погодных 
условий для улучшения пропускной способности 
приведены в стандарте IEEE Std. 738 [7] и стандарте 
CIGRE 601 [8].

При сравнении стандартов IEEE и CIGRE можно 
отметить незначительное отличие в методах расчета 
в первую очередь солнечной радиации и конвек-
тивных потерь. Различие в расчетах, по стандартам, 
в экстремальных случаях может достигать 5–15 %. 
Вместе с тем в работах по использованию методов 
IEEE и CIGRE утверждается, что результаты расче-
тов по указанным методам могут быть достаточно 
точными по сравнению с экспериментальными зна-
чениями. В ряде работ также отмечается, что мате-
матический аппарат CIGRE в большинстве случаев 
более точный, чем в методе IEEE.

Стандарты IEEE и CIGRE включают рекомен-
дации по учету метеоусловий при определении 
пропускной способности электрических сетей.  
В стандартах содержится соотношение, связыва-
ющее электрические и тепловые параметры ли-
ний электропередач. Уравнение теплового баланса  
из IEEE в установившемся режиме совместно  
с уравнениями тепловых параметров успешно ис-
пользуется для определения пропускной способно-
сти с учетом погодных условий, а также с учетом 
геометрических и физических характеристик воз-
душных линий электропередачи.

В методе SLR для расчета пропускной способ-
ности воздушных линий применяются консерватив-
ные значения погодных условий: температура окру-
жающей среды — 40 °С, скорость ветра — 0,6 м/с, 
солнце — яркое. 

Таким образом, метод статического расчета SLR 
используется для определения пропускной способ-

ности в наихудших условиях, в то время как реаль-
ные погодные факторы могут обеспечить передачу 
более высоких значений электрической мощно-
сти и тока. Определение пропускной способности  
на базе метода SLR, который обеспечивает мини-
мальные значения пропускной способности, огра-
ничивает реальные возможности существующих 
линий, с одной стороны, и приводит к пустой 
трате ресурсов на строительство новых линий —  
с другой.  

Ввиду того, что в различные сезоны года ука-
занные значения могут быть слишком консерватив-
ными, в ряде случаев используется разновидность 
метода SLR, базирующаяся на сезонном статиче-
ском определении пропускной способности (S-SLR). 
В рамках обозначенной разновидности S-SLR для 
исследования пропускной способности применение 
находят соответствующие сезону совокупности за-
ранее выбранных значений погодных условий от-
дельно для лета и отдельно для зимы. Указанные 
две совокупности погодных условий определяют 
два различных значения допустимого тока в линии. 
Представляется, что указанная разновидность S-SLR 
может считаться улучшенным вариантом подхо-
да SLR. Однако учет изменений погодных условий  
в реальном времени в методе S-SLR не реализуется. 
Другим важным ограничением подхода S-SLR явля-
ется то, что такие важные параметры, как направ-
ление и скорость ветра считаются одинаковыми для 
лета и зимы.

Особенности защищенных проводов. Важным 
направлением повышения пропускной способно-
сти воздушных линий электропередачи является 
применение при их строительстве и эксплуатации 
защищенных изоляцией проводов [7]. Внедряемые 
новые провода являются прогрессивной альтерна-
тивой традиционным алюминиевым неизолирован-
ным проводам. 

Неизолированные провода широко применяют-
ся на воздушных линиях распределительных сетей 
России 6–35 кВ. К недостаткам воздушных линий  
с неизолированными проводами напряжением 
6–35 кВ следует отнести:

1)  недостающий уровень надежности;
2)  высокий уровень потерь электроэнергии;
3)  зачастую неполное выполнение требований 

по качеству электроэнергии;
4)  увеличенное количество электрических се-

тей, отработавших нормативный срок.
Уменьшению негативного влияния указанных 

недостатков способствует внедрение воздушных 
линий с самонесущими и защищенными провода-
ми (ВЛЗ) [9–11]. Основными типами защищенных 
проводов являются СИП-3 (6–35 кВ), ПЗВ (35 кВ), 
ПЗВГ (35 кВ), СИП-7 (110 кВ).

Согласно названию, защищенный провод пред-
ставляет конструкцию, выполненную из прово-
дника, покрытого слоем светостабилизированного 
сшитого полиэтилена. Оболочка из сшитого поли-
этилена обладает рядом положительных свойств. 
Наиболее полезным качеством является стабиль-
ность механических изоляционных и химических 
свойств при изменении температуры в широком 
диапазоне. Характеристики сшитого полиэтилена 
позволяют эксплуатировать защищенные провода  
в течение длительного времени при температуре  
90 °С. Значение допустимой температуры опреде-
ляется величиной допустимого тока нагрузки, про-
текающего по защищенным проводам при темпера-
туре окружающей среды +25 °С. Допустимые токи 



О
М

С
К

И
Й

 Н
А

У
Ч

Н
Ы

Й
 ВЕС

ТН
И

К
 №

 3 (191) 2024
Э

Н
ЕРГЕТИ

К
А

  И
  Э

Л
ЕК

ТРО
ТЕХ

Н
И

К
А

101

покрытых изоляцией проводов для различных сече-
ний и напряжений показаны в табл. 1.

К преимуществам использования СИП-3 следует 
отнести:

1)  на поверхности провода практически не об-
разуется гололед и мокрый снег. Мокрый снег до-
статочно легко стекает с гладкой поверхности за-
щищенного провода. В неизолированных проводах 
марок А и АС снег может удерживаться в углубле-
ниях между проволоками и обеспечивает дальней-
шее обрастание;

2)  значительное уменьшение габаритов воздуш-
ных защищенных линий (ВЛЗ) по сравнению с ВЛ  
с неизолированными проводами;

3)  стоимость ВЛЗ с СИП-3 ориентировочно  
на 35 % выше линий с неизолированными провода-
ми, однако снижение эксплуатационных расходов 
у ВЛЗ может достигать 80 %. Сокращение эксплу-
атационных расходов обусловлено исключением 
систематической расчистки трасс, заменой повреж-
денных изоляторов, уменьшением аварийно-восста-
новительных работ;

4)  уменьшение сроков монтажа из-за простоты 
работ;

5)  сокращение сроков ремонта за счет возмож-
ности работ под напряжением без отключения по-
требителей от электроснабжения;

6)  высокая механическая прочность делает мало-
вероятной возможность обрыва ВЛЗ;

7)  практическое исключение междуфазных ко-
ротких замыканий и замыканий на землю при схле-
стывании проводов или падении на линию дерева. 
При падении провода на землю ВЛЗ выдерживает 
рабочее напряжение, и линия может продолжать ра-
боту;

8)  за счет уменьшения междуфазного расстояния 
уменьшается реактивное сопротивление и, как след-
ствие, уменьшаются потери электрической энергии, 
а также уменьшается падение напряжения на ВЛЗ;

9)  улучшение пожаробезопасности ВЛЗ, осно-
ванное на уменьшении возможности короткого 
замыкания при схлестывании, падении на землю, 
падении веток, попаданию посторонних предметов;

10)  возможность использования более низких 
опор уменьшает вероятность попадания молнии  
и не требует мощной спецтехники при монтаже;

11)  повышенная надежность особенно в зонах 
интенсивного гололедообразования.

При реконструкции и строительстве новых воз-
душных линий электропередачи целесообразен 
переход на более высокие классы среднего напря-
жения. Особенности защищенных проводов СИП-3 
заключаются в возможности уменьшения межфаз-
ного расстояния, что облегчает переход современ-
ных электрических сетей 6–10 кВ на более высо-
кое напряжение. 

Переход с 10 кВ на 20 кВ или 35 кВ, с 6 кВ  
на 10 кВ обеспечивает решение очень важной за-
дачи — уменьшение потерь электрической энергии 
при её передаче. Более того, технические харак-
теристики СИП-3 дают возможность реализации 
воздушных линий 35 кВ в габаритах воздушных 
линий 10 кВ. Особенности ВЛЗ позволяют перейти  
на штыревую изоляцию вместо подвесной и, как 
следствие, способствует уменьшению высоты опор 
ВЛЗ 35 кВ до габаритов воздушных линий на на-
пряжение 10 кВ. Указанная операция перехода  
на более высокие классы напряжения обеспечивает 
передачу в 2,5 раза большей мощности при одно-
временном сокращении потерь.

Отмеченные преимущества защищенных про-
водов делают весьма привлекательным их исполь-
зование по целому ряду направлений. Однако  
с возрастанием сроков эксплуатации и увеличени-
ем протяженности возникают вопросы негативного 
характера [12]. Они касаются процессов старения 
изоляции и возникновения в ней дефектов при воз-
действии климатических нагрузок. Особенно остро 
стоит проблема их защиты от грозовых перенапря-
жений при ударе молнии.

Присутствие изоляции определяет и необходи-
мость разработки более сложных математических 
моделей, удобных при проектировании и эксплуа-
тации воздушных линий [13].

К недостаткам применения защищенных прово-
дов следует также отнести более высокую их сто-
имость. 

Результаты исследования. Разработанные моде-
ли и программы [14–16] использовались для изуче-
ния воздействия размеров изоляционной оболоч-
ки СИП-3 сечением 50 мм2 для напряжения 20 кВ  
и температуры воздуха +25 °C (табл. 2).

Таблица 1

Значения токовых нагрузок защищенных проводов

Номинальное сечение 
основных жил, мм2

Допустимый ток короткого 
замыкания, кА

Допустимый ток нагрузки не более, А

До 1 кВ
Защищенные провода

До 1 кВ До 35 кВ До 20 кВ До 35 кВ

240 22,0 20,6 515 600 670

185 16,5 15,9 436 560 600

150 13,2 12,9 380 485 520

120 10,9 10,3 340 430 460

95 8,8 8,2 300 370 400

70 6,5 6,0 240 310 340

50 4,6 4,3 195 245 270

35 3,2 3,0 160 200 220

25 2,3 – 130 – –

16 1,5 – 100 – –
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Программы обеспечивают возможность легко 
вводить требуемые величины для проведения иссле-
дований. После ввода всей информации программа 
приступает к выполнению необходимых расчетов  
и отображает результаты на экране.

В табл. 1 для изолированных проводов указа-
ны рабочие напряжения 20 и 35 кВ. В практике 
эксплуатации защищенных проводов отмечаются  
и другие напряжения (до 1, 6, 10, 110 кВ). С увели-
чением напряжения растет толщина изоляции: для 
напряжения до 20 кВ номинальное значение тол-
щины изоляции составляет 2,3 мм, для напряжения  
35 кВ — 3,5 мм. Однако несовершенство техноло-
гии производства проводов реально обеспечива-
ет или обуславливает разброс толщины изоляции 
проводов для напряжения 20 кВ в диапазоне 2,06–
2,58 мм [17]. Для изолированных проводов СИП-3  
1х50 отечественного производства на 20 кВ мини-
мальная толщина изоляции составляет 1,97 мм [9]. 
Интересным представляется факт увеличения зна-
чения допустимого тока в проводах с увеличением 
напряжения. Так, для сечения 50 мм2 допустимый 

ток равен 245 А при напряжении 20 кВ, а для на-
пряжения 35 кВ — 270 А.

Созданное математическое и программное обе-
спечение дает возможность исследовать влияние 

Таблица 2

Параметры изучаемого провода 

Сравнительная характеристика СИП-3 1×50-20

Поперечное сечение проводящей 
жилы, мм2 50

Минимальная температура для 
прокладки провода без разогрева, °С

–20

Номинальная толщина изоляционного 
слоя при напряжении 20 кВ, мм

2,3

Номинальная толщина изоляционного 
слоя при напряжении 35 кВ, мм

3,5

Активное сопротивление жилы 
при 20°С, Ом/км

0,72

Срок службы не менее, лет 40

Гарантийный срок эксплуатации, лет 3

Длительно допустимая температура 
проводящей жилы, °С

+90

Температура проводящей жилы 
в режиме перегрузки, °С

+130

Предельная температура проводящей 
жилы при коротком замыкании, °С

250

Допустимая температура окружающей 
среды, °С

от –60 до +50

Масса провода, кг/км 239

Разрывное усилие провода, Н 14200

Номинальное переменное напряжение, 
кВ

20/30

Количество жил, шт. 1

Номинальная частота, Гц 50

Активное сопротивление жилы 
при 90°С, Ом/км

0,92

Длительно допустимая токовая 
нагрузка при напряжении 20 кВ, А

245

Длительно допустимая токовая 
нагрузка при напряжении 35 кВ, А

270

Допустимый ток КЗ 
продолжительностью 1 сек, кА

4,3

Минимально допустимый радиус 
изгиба, мм

160

Рис. 1. График зависимости силы тока от толщины 
изоляции провода СИП-3 1х50-20 при температуре жилы 

провода 50, 60, 70, 80, 90 °C

Рис. 2. График зависимости абсолютной разности 
температуры при толщине изоляции 2 мм (dпр = 11,85 мм)

 и 2,5 мм (dпр = 12,85 мм) провода СИП-3 150-20

Рис. 3. График зависимости относительной разности 
температуры при толщине изоляции 2 мм (dпр = 11,85 мм)

 и 2,5 мм (dпр = 12,85 мм) провода СИП-3 150-20
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толщины изоляционной оболочки на температуру 
изолированных проводов при фиксированных зна-
чениях интенсивности солнечной радиации, про-
текающего тока, скорости ветра при температуре 
окружающей среды +25 °C.

Результаты исследования для провода СИП-3  
с сечением 50 мм2 на 20 кВ изображены на рис. 1–3 
и в табл. 3. За счет различной толщины изоляции  
в эксперименте меняется внешний диаметр провода 
от 7,85 до 12,85 мм. Следует отметить, что темпера-
тура и потери в проводах с большей толщиной изо-
ляции в области допустимых токов меньше, чем для 
начальных значений тока.

Разработанные программы [14, 15] использова-
лись и для сравнительного анализа неизолирован-
ного провода АС-120/27 и защищенного провода 
СИП-3 1120-20. Исходные данные для расчетов от-
ражены в табл. 4. Указанная в табл. 4 величина ско-
рости ветра 1 м/с превышает минимальную, кото-

рая по различным оценкам варьируется в пределах 
от 0,2 до 0,6 м/с. Расчеты ведутся в предположении 
использования разработанного математического ап-
парата при численном моделировании, основанном 
на вынужденной конвекции. 

При сравнении использовались следующие со-
отношения:

ε
t1
 = (t

СИП
 – t

АС
) / t

СИП
,                 (1)

ε
P1
 = (P

СИП
 – P

АС
) / P

СИП
,              (2)

ε
t2
 = (t

СИП
 – t’

СИП
) / t’

СИП
,              (3)

ε
P2
 = (P

СИП
 – P’

СИП
) / P’

СИП
,             (4)

ε
t3
 = (t’

СИП
 – t

АС
) / t

АС
,                (5)

ε
P3
 = (P’

СИП
 – P

АС
) / P

АС
,               (6)

Таблица 3

Моделирование температуры СИП-3 1×50-20 при вариации толщины изоляции

I, А Θ
пр (dпр=11,85 мм), 

ºС Θ
пр (dпр=12,85 мм), 

ºС Абсолютная разность
Θ

пр (dпр=11,85 мм)
 − Θ

пр (dпр=12,85 мм), 
ºС

Относительная разность
(Θ

пр (dпр=11,85 мм) 
− Θ

пр (dпр=12,85 мм)) 
/ Θ

пр (dпр=11,85 мм) 
∙ 100%, 

%

0 33,79 33,99 –0,20 –0,59

25 34,55 34,73 –0,18 –0,52

50 36,86 36,97 –0,11 –0,30

75 40,77 40,76 0,01 0,02

100 46,37 46,18 0,19 0,41

125 53,77 53,35 0,42 0,78

150 63,13 62,41 0,72 1,14

175 74,63 73,55 1,08 1,45

200 88,48 86,98 1,50 1,70

Таблица 4

Условия расчета

Наименование и обозначение параметров АС-120/27 СИП-3 1x120-20

Погонное сопротивление провода при 20 °C, ом/км 0,25 0,29

Диаметр жилы провода d
1
, мм 15,4 13,1

Внешний диаметр провода d
2
, мм – 17,5

Коэффициент теплопроводности изоляции, λ Вт/(м∙°C) – 0,4

Температурный коэффициент сопротивления α, °C–1 0,00403

Степень черноты поверхности провода ε 0,6 0,8

Поглощательная способность поверхности провода для солнечного излучения A
s

0,6 0,9

Температура воздуха t
в
, °C 5

Атмосферное давление P
атм

, кПа 100

Скорость ветра v, м/с 1

Коэффициент угла атаки ветра k
v

0,5

Угол между солнечным излучением и осью провода, ° 45

Коэффициент затененности 0,7

Плотность потока прямой солнечной радиации на поверхность, перпендикулярную 
солнечным лучам q

s.пр
, Вт/м2 500

Плотность потока рассеянной солнечной радиации q
s.расс

, Вт/м2 100

Длина линии, км 1
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где ε
t1
, ε

t2
 и ε

t3
 — относительная разность расчета 

температуры; ε
P1
, ε

P2
 и ε

P3
 — относительная разность 

расчета потерь активной мощности; t
АС

 — темпе-
ратура проводника АС-120/27; t

СИП
 и t’

СИП
 — тем-

пература проводника СИП-3 1120-20 с изоляцией  
и без изоляции; P

АС
 — потери активной мощности  

в проводе АС-120/27; P
СИП

 и P’
СИП

 — потери актив-

ной мощности в СИП-3 1120-20 с изоляцией и без 
изоляции. 

Результаты моделирования представлены  
на рис. 4–12. Анализ рис. 4–5 показывает, что при 
одинаковом токе нагрузки значения потерь актив-
ной мощности и температуры в защищенном про-
воде несколько выше, чем в проводе АС-120/27. 

Рис. 4. Распределение температуры защищенного tСИП 
и неизолированного tАС провода при вариации силы тока

Рис. 5. Потери активной мощности в защищенном PСИП  
и неизолированном PАС проводе при вариации силы тока

Рис. 6. Значения εt1 и εP1
 для СИП-3 1120-20 и AC-120/27

Рис. 7. Значения температуры СИП-3 1120-20 
с изоляцией tСИП и СИП-3 1120-20 со снятой изоляцией t ’СИП 

при вариации силы тока

Рис. 8. Потери активной мощности СИП-3 1120-20 
с изоляцией PСИП и СИП-3 1120-20 со снятой изоляцией 

P ’СИП при вариации силы тока

Рис. 9. Значения εt2 и εP2
 для СИП-3 1120-20-20 с изоляцией 

и СИП-3 1120-20 со снятой изоляцией
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Полученный результат отражает отличие удельных 
сопротивлений проводов АС-120/27 и СИП-3 1х120-
20. Материал токопроводящей жилы защищенного 
провода имеет более высокое удельное сопротивле-
ние. Отметим особенности превышения по потерям 
активной мощности и по температуре (рис. 4–5).  
В относительных единицах при увеличении тока 
различия по потерям активной мощности незначи-
тельно возрастают ориентировочно с 15 % до 16 % 
(рис. 6). Характер изменения различий по темпе-
ратуре другой. При увеличении тока различия по 
температуре монотонно убывают с 20 % до 12 %. 
Зависимость по температуре (рис. 6) можно объяс-
нить со следующих позиций. Абсолютные разности 
значений температуры t

СИП
 – t

АС
 при возрастании 

нагрузки практически не меняются (рис. 4). В то 
же время при росте тока температура t

АС
 постоянно 

растет (рис. 4). Следовательно, согласно уравнению 
(1), величина ε

t1
 уменьшается при увеличении на-

грузки (рис. 6). Проведенное аналогичное сравни-
тельное исследование проводов АС-50 и SAX-50 по-
казывают похожие по форме графики [18]. Можно 
отметить лишь незначительное количественное от-
личие. В этом случае различия по потерям возрас-
тают с 18 % до 20 % (для сечения 120 мм2, как сле-
дует из предыдущего текста, изменение было с 15 %  
до 16 %). Различия по температуре монотонно убы-
вает с 28 % до 11 % (для сечения 120 мм2 изменение 
было с 20 % до 12 %).

Представляется, что незначительное возрас-
тание величины потерь активной мощности ε

P1
  

в проводах СИП-3 1120-20 и АС-120/27 (рис. 7) 
возможно объяснить температурной зависимостью 
сопротивлений проводов. При росте нагрузки уве-
личивается сопротивление проводов. Кроме того, 
разница сопротивлений проводов СИП-3 1120-20 
и АС-120/27, а следовательно, и разница значений 
активной мощности не остаются постоянными. Они 
также увеличиваются и при росте тока.

В целом погодные условия влияют на температу-
ру и потери активной мощности в проводах по двум 
каналам: через температуру воздуха и через коэф-
фициент теплоотдачи. Температура воздуха опре-
деляет исходный уровень температуры провода, 
относительно которого происходит нагрев током. 
Таким образом, изменение температуры воздуха 
приводит примерно к такому же изменению тем-
пературы провода. Коэффициент теплоотдачи зави-
сит в большей степени не от температуры воздуха,  
а от скорости и направления ветра. Его изменение 
влияет на разность температур провода и воздуха 
при заданном токе. 

Особый интерес представляет изучение влияния 
изоляции на температуру и потери активной мощ-
ности в проводах воздушных линий. На рис. 7–9 
построена зависимость на основе проведенного ис-
следования в указанном направлении. На рис. 7–9 
приведены графики изменения температуры и по-
терь активной мощности для защищенного прово-

Рис. 10. Значения температуры АС-120/27 tАС и СИП-3 1120-
20 со снятой изоляцией t ’СИП при вариации силы тока

Рис. 11. Потери активной мощности АС-120/27 PАС и СИП-3 
1120-20 со снятой изоляцией P ’

СИП
 при вариации силы тока

Рис. 12. Значения εt3 и εP3
 для АС-120/27 

и СИП-3 1120-20 со снятой изоляцией 

Таблица 5

Отличия защищенного провода СИП-3 1×120-20 
и провода СИП-3 1×120-20 со снятой изоляцией

Тип провода
Наименование
параметра

СИП-3 
1×120-20 

с изоляцией

СИП-3 1×120-20 
со снятой 
изоляцией

Внешний диаметр 
провода, мм

17,5 13,1

Степень черноты 
поверхности провода ε 0,8

токопроводящая 
жила 0,6

Поглощательная 
способность поверхности 
провода для солнечного 
излучения A

s

0,9
токопроводящая 

жила 0,6
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да СИП-3 1120-20 с изоляцией и провода СИП-3 
1120-20 с удаленной изоляцией при прочих равных 
условиях для проводов при проведении численного 
эксперимента. Отличия указанных типов проводов 
представлены в табл. 5.

Для малых значений тока наблюдается превы-
шение температуры СИП-3 1120-20 относительно 
температуры провода СИП-3 1120-20 со снятой 
изоляцией. При дальнейшем возрастании тока (рис. 
7) отмечается более высокая температура в проводе 
СИП-3 1120-20 без изоляции. Более четко указан-
ная тенденция представлена на рис. 9. 

Соотношения по потерям активной мощности 
(рис. 8–9) аналогичны соотношениям по темпера-
туре, но представлены менее ярко, чем по темпе-
ратуре. 

На рис. 10–12 представлены результаты моде-
лирования для сравнения потерь активной мощно-
сти и температуры в проводе АС-120/27 и в проводе 
СИП-3 1120-20 с удаленной изоляцией. Приведен-
ные зависимости указывают на превышение по-
терь активной мощности и температуры в проводе 
СИП-3 1120-20 во всем диапазоне изменения тока. 
В этом проявляется сходство на рис. 4 и рис. 5. Сле-
дует также отметить одинаковое изменение графи-
ков по потерям активной мощности на рис. 6 и рис. 
12. Максимальные значения по потерям активной 
мощности равны 22 % (рис. 12) и 16 % (рис. 6).   

Анализ эксперимента позволяет заключить, что 
при определенных значениях тока в проводе с изо-
ляцией наблюдаются меньшие потери и меньшие 
температуры, чем в том же самом проводе со сня-
той изоляцией. Физическая причина этого состоит 
в том, что слой изоляции способствует лучшему 
отведению тепла от провода, чем воздух, так как 
передача тепла через изоляцию путем теплопрово-
дности близка к передаче тепла от провода в воз-
дух путем конвекции, но степень черноты изоляции 
выше, чем у неизолированного провода, поэто-
му лучистый теплообмен становится интенсивнее  
и провод охлаждается более эффективно. Посколь-
ку интенсивность лучистого теплообмена пропор-
циональна разности четвертых степеней абсолют-
ных температур провода и окружающей среды [16], 
то чем выше температура провода, тем сильнее 
становится влияние лучистого теплообмена на ох-
лаждение провода, что приводит к росту разности 
температур изолированного и неизолированного 
провода с увеличением тока.  

Таким образом, покрыв провод изоляцией мож-
но при определенных значениях тока добиться 
уменьшения температуры и потери активной мощ-
ности по сравнению с неизолированным проводом 
того же сечения при прочих равных условиях.

Проведенные исследования показывают, что 
учет температуры окружающей среды, скорости 
и направления ветра, интенсивности солнечной 
радиации позволяют более детально исследовать 
температуру и потери электрической энергии за-
щищенных и неизолированных проводов. Значения 
последних чрезвычайно важны для решения ак-
туальной проблемы прогнозирования пропускной 
способности воздушных линий электропередачи. 
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THE ANALYSIS OF LOSSES 
IN PROTECTED 
AND NON-INSULATED WIRES 
IN STATIONARY MODES, TAKING 
INTO ACCOUNT WEATHER CONDITIONS
In overhead lines of power supply systems at voltages of 6–110 kV, the use 
of protected wires is becoming increasingly popular, which have a number of 
advantages over traditional non-insulated aluminum wires. On the other hand, the 
presence of insulation requires the development of more complex mathematical 
models to adequately describe their behavior and study the characteristics of new 
wires during operation. 
The results of using the developed mathematical models and calculation programs 
for comparative analysis of protected and non-insulated wires under conditions of 
changing load currents and weather conditions are presented. The dependences 
of temperature and loss of active power on insulation thickness are investigated. It 
is shown that the presence of insulation allows, under certain conditions, to reduce 
temperature and losses compared to wires without insulation, all other things being 
equal.
The results obtained can be used to increase the capacity and reliability of power 
transmission lines.

Keywords: active power losses, conductor temperature, insulated wire, protected 
wire, active power, overhead lines, line resistance.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ 
МАГНИТНОГО ПОЛЯ 
НА ХАРАКТЕРИСТИКИ 
ЧАСТИЧНЫХ РАЗРЯДОВ
Статья посвящена исследованию зависимостей характеристик частичных раз-
рядов от магнитной индукции. Разработана конструкция экспериментальной 
установки. Она позволяет прикладывать как высокое напряжение, так и ток, 
сопоставимый с рабочим. Установка включает в себя источник высокого на-
пряжения (прибор для испытания диэлектриков), схему протекания тока, вы-
соковольтный трансформатор тока и образец кабеля с СПЭ-изоляцией. Рабо-
та электрической схемы экспериментальной установки была смоделирована 
с помощью программного обеспечения. Моделирование показало, что при 
наличии эксплуатационной электрической прочности изоляции трансформа-
тора тока высоковольтный потенциал не может контактировать с контуром 
протекания тока. После этого было проведено моделирование магнитного 
поля внутри изоляционного слоя. На основе разработанной конструкции была 
создана экспериментальная установка. Для регистрации частичных разрядов 
в образце кабеля создавался искусственный дефект. Результаты моделиро-
вания магнитного поля позволили оценить магнитную индукцию в поле ис-
кусственного дефекта кабеля. Далее были проведены экспериментальные 
исследования по оценке влияния магнитного поля тока жилы кабеля на ха-
рактеристики частичных разрядов. Результаты измерений показали снижение 
среднего кажущегося заряда частичных разрядов и мощности частичных раз-
рядов с увеличением тока. Кроме того, сравнивались формы сигналов, но су-
щественных различий не обнаружено. Магнитное поле тока может оказывать 
влияние на характеристики частичных разрядов в долгосрочной перспективе 
из-за возможного влияния на направление роста электрической древовидной 
структуры.

Ключевые слова: частичный разряд, магнитное поле, измерение частичных 
разрядов, характеристики частичных разрядов, дефект изоляции, экспери-
ментальное исследование, моделирование реальных условий эксплуатации 
кабеля. 

Введение. Электроэнергетика является одной 
из ключевых отраслей, обеспечивающих развитие 
экономики и повышение качества жизни людей. 
Системы электроснабжения должны обеспечивать 
стабильную работу промышленности, жилищно-
коммунального хозяйства, объектов социальной 
сферы и связи. Важной составляющей этой от-
расли являются высоковольтные электроустановки  
и системы изоляции, которые должны работать без-
упречно для обеспечения надежного электроснаб-
жения. 

Высоковольтная электрическая изоляция может 
быть неоднородной или содержать токопроводящие 
или газовые включения, возникающие при ее из-
готовлении или обслуживании. Это приводит к не-
однородности электрического поля в областях не-
однородностей.

Можно рассмотреть следующие типы дефектов 
кабеля (рис. 1) [1, 2]:

—  дефекты в виде отверстий в наружной обо-
лочке кабеля, проникающих в изоляцию;

—  дефекты в виде отверстий во внутренней 
оболочке кабеля, так же проникающих в изоляцию;

—  наличие внутренних пустот внутри кабеля;
—  трещины, обнаруженные в оболочке и изо-

ляционном слое кабеля;
—  наличие водных триингов [3–5], представля-

ющих собой трещины, заполненные водой, а так-
же водяные мостики, соединяющие наружные слои 
изоляции с внутренней частью кабеля;

—  электрические триинги [6–8], аналогичные 
водным триингам, но заполненные газом;

—  коррозия внешней оболочки кабеля;
—  механические повреждения внутренних про-

водников.
Совершенствование технологий производства 

может способствовать повышению эксплуатацион-
ной надежности новых кабельных линий, в то вре-

Д. А. ПОЛЯКОВ
 М. А. ХОЛМОВ
 К. И. НИКИТИН
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мя как эксплуатируемые линии требуют периодиче-
ской оценки состояния для повышения надежности. 

Одной из ключевых проблем надежной эксплуа-
тации является возникновение частичных разрядов 
(ЧР) [9–11], которые могут привести к деградации 
изоляционных материалов (рис. 2), утечке энер-
гии, а в конечном итоге — к отказам оборудования  
и технологическим нарушениям. 

Регистрация частичных разрядов является эф-
фективным диагностическим методом, позволя-
ющим обнаружить и локализовать дефекты в вы-
соковольтной изоляции [12–15]. Однако явление 
частичного разряда еще недостаточно изучено. Оно 
сопровождается комплексом различных процес-
сов, зависящих друг от друга [16–18]. Кроме того,  
в процессе работы в токопроводящих жилах про-
текают токи, которые вызывают возникновение 
магнитного поля. Оно влияет на импульсы тока 
частичных разрядов под действием сил Ампера  
и Лоренца. Таким образом, необходимо исследовать 
зависимость характеристик частичных разрядов  
от магнитных полей токов.

Постановка задачи. Цель работы — исследова-
ние влияния магнитного поля на характеристики 
частичных разрядов. Цель достигалась путем реше-
ния следующих задач:

—  проектирование экспериментальной уста- 
новки;

—  моделирование электрической схемы экспе-
риментальной установки;

—  моделирование распределения магнитно-
го поля в кабеле для оценки магнитной индукции  
в зоне дефекта кабеля;

—  подготовка экспериментальной установки, 
проведение измерений и анализ результатов.

Теория. Экспериментальная установка должна 
обеспечивать высокое напряжение, приложенное  
к изоляции, и ток в жиле кабеля, сравнимый с но-
минальным рабочим током. Прежде всего, необхо-
димо подготовить образец кабеля с искусственным 
дефектом. При подготовке образца кабеля для ис-
пытаний был использован одножильный коаксиаль-

ный кабель с изоляцией из сшитого полиэтилена  
на напряжение 10 кВ. Он был заделан с помощью 
специализированного инструмента и в соответ-
ствии с инструкцией. После этого с помощью за-
остренного заземляющего электрода создавался 
искусственный дефект, который в дальнейшем уда-
лялся из изоляционного слоя.

Для обеспечения высокого напряжения (ВН) ис-
пользовался лабораторный источник ВН до 50 кВ 
(АИД-70М — прибор для испытания диэлектриков). 
Для подачи высокого напряжения к АИД-70М под-
ключались жила кабеля и экран.

Вторая часть экспериментальной установки 
должна обеспечивать протекание тока в жиле кабе-
ля под высоким напряжением. Поэтому установка 
должна содержать элемент электрической изоля-
ции между цепью протекания тока и высоковольт-
ной цепью. Для гальванической развязки цепей ис-
пользовался высоковольтный трансформатор тока 
10 кВ 300/5 Ампер. Он подключался к обеим сторо-
нам жилы кабеля. Вторичная обмотка подключалась  
к лабораторному автотрансформатору через бал-
ластное сопротивление. Автотрансформатор имеет 
ручку для регулировки вторичного напряжения. Та-
ким образом, ток жилы кабеля регулируется напря-
жением вторичной обмотки лабораторного авто-
трансформатора. Схема проведения эксперимента 
представлена на рис. 3.

А. Моделирование электрической схемы. Моде-
лирование электрической схемы необходимо для 
обеспечения безопасной работы эксперименталь-
ной установки и исключения возможного контакта 
высоковольтной цепи с сетью 220 В. Вначале была 
подготовлена типовая схема (рис. 4).

В схеме лабораторный автотрансформатор был 
подключен к вторичной обмотке трансформатора 
тока (ТТ) через сопротивление 50 Ом. Вторичная 
обмотка ТТ подключена к кабелю сопротивлением 
около 1 мОм в соответствии с техническими харак-
теристиками кабеля. К источнику высокого напря-
жения АИД-70М был подключен кабель с емкостью 
С1, равной 1000 пФ. Он представлен в виде источ-
ника напряжения V3 с индуктивностью L4, равной 
1 Гн, и сопротивлением R13, равным 95 кОм. В со-
ответствии с разработанной схемой был выбран 
лабораторный автотрансформатор с возможно-
стью регулировки напряжения с помощью реостата  
100 кОм (RV1).

Смоделированная схема показала возможность 
возникновения тока в жиле кабеля одновременно  

Рис. 1. Типы возможных дефектов кабеля

Рис. 2. Воздействие частичных разрядов на изоляцию

Рис. 3. Блок-схема экспериментальной установки.
Моделирование
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с высоким напряжением. Кроме того, моделирова-
ние подтвердило, что при отсутствии дефектов изо-
ляции трансформатора тока высоковольтная цепь 
не будет иметь связи с источником напряжения 
сети 220 В.

В. Моделирование магнитного поля. Программ-
ный комплекс ELCUT известен как пакет программ, 
разработанный специально для высокоточного ин-
женерного анализа и двумерного моделирования  
с использованием метода конечных элементов 
(МКЭ). Программа позволяет проводить вирту-
альное моделирование различных конструкций  
и систем, что позволяет избежать дорогостоящих 
и трудоемких физических испытаний. ELCUT ис-
пользуется в различных отраслях промышленности, 
в том числе и в энергетике. Ее основное назначе- 
ние — получение точных данных о поведении и ха-
рактеристиках конструкций на основе математиче-
ских моделей и численного анализа. 

На основе конструкции образца кабеля были 
подготовлены геометрия и сетка для применения 
математического анализа. Параметры слоев кабеля 
задавались в среде ELCUT. При этом рассматрива-
лась задача о стационарном магнитном поле.

Результаты моделирования при токе 200 А при-
ведены на рис. 5. По карте градиента видно, что 
индукция возрастает на краях токоведущего сер-
дечника и практически равна нулю в его центре. 
Установив плоскость интегрирования по центру ка-
беля, мы получили график распределения магнит-
ной индукции (рис. 6).

С учетом описанного ранее искусственного де-
фекта кабеля мы оцениваем радиальное расположе-

ние дефекта на расстоянии около 1 мм от поверх-
ности жилы кабеля. Таким образом, при токе 200 А 
магнитная индукция составляет около 6 мТл.

Эксперименты и результаты. Сначала была 
подготовлена экспериментальная установка  
по блок-схеме (рис. 3). После этого были проведе-
ны испытания установки с использованием отдель-
но создаваемых токов и высоковольтных приборов. 
Первичные испытания на протекание тока прово-
дились на образце кабеля длиной около 20 метров. 
Однако максимальный генерируемый ток составлял 
около 30 А. Это было обусловлено высоким сопро-
тивлением образца и требовало повышенной мощ-
ности трансформатора тока.

После этого длина образца кабеля была умень-
шена примерно до 3 м. Сделать его короче, чтобы 
соблюсти допустимый радиус изгиба, не представ-

Рис. 4. Модель установки 

Рис. 5. Распределение магнитного поля в кабеле Рис. 6. График распределения магнитной индукции 
от диаметра кабеля

Рис. 7. Амплитудно-фазовая диаграмма ЧР
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ляется возможным. При этом второй образец кабе-
ля позволил создать ток до 200 А.

В рамках данного исследования была проведена 
серия экспериментов в возможном диапазоне то-
ков. Измерения частичных разрядов проводились  
с помощью серийного прибора DIM-Loc производ-
ства компании DIMRUS. Пример полученной ампли-
тудно-фазовой диаграммы ЧР (АФД ЧР) приведен 
на рис. 7. Результаты измерений сведены в табл. 1.

Зависимости мощности ЧР и средней амплитуды 
от индукции приведены на рис. 8, 9. Кроме того, 
на форму импульсов ЧР может влиять и магнитное 
поле. Они также были зарегистрированы. Сравне-
ние импульсов при 200 А и 0 А приведено на рис. 10. 

Обсуждение результатов. Результаты модели-
рования показали возможность работы экспери-
ментальной установки. Кроме того, моделирование 
магнитного поля позволило оценить магнитную ин-
дукцию в области дефекта.

Результаты экспериментов показали, что с ро-
стом тока характеристики ЧР уменьшаются. Сред-
няя величина импульса ЧР существенно не уменьши-
лась. Однако линия тренда показала незначительное 
снижение с ростом тока. Мощность ЧР снижалась 
гораздо значительнее. Вероятно, это снижение об-
условлено уменьшением количества одиночных им-
пульсов.

Форма импульсов ЧР существенно изменялась  
с увеличением тока. Сравнение проводилось для 
импульсов с одинаковой величиной. Таким образом, 
мы можем оценить частоту колебаний и величину 
интеграла. С увеличением тока частота колебаний 
уменьшалась. Интегральное значение импульса из-
менилось незначительно.

Заключение. Проведено моделирование маг-
нитного поля в кабеле. Проведено моделирова-
ние протекания тока в жиле кабеля. Разработана 
и изготовлена экспериментальная установка для 
исследования характеристик частичного разряда  
в одножильном кабеле 10 кВ с СПЭ-изоляцией. 
Проведены измерения характеристик частичного 
разряда в образце кабеля под высоким напряжени-
ем и в диапазоне токов от 0 до 200 А.

С увеличением тока уменьшалась величина им-
пульса ЧР и мощность ЧР. Кроме того, наличие тока 
приводило к снижению частоты колебаний импуль-
сов ЧР.

Следует отметить, что в случае длительного про-
текания тока в жиле кабеля его магнитное поле 
может оказывать гораздо более существенное вли-
яние на характеристики ЧР. При работе кабеля маг-
нитное поле воздействует на импульсы тока ЧР под 
действием сил Ампера и Лоренца. Следовательно, 
от магнитного поля зависит и направление роста 

Таблица 1

Результаты измерений ЧР в кабеле

Ток, A
Индукция, 

мТл
Мощность ЧР, 

мВт
Амплитуда, В

0 0 3,73 0,4348

10 0,32 5,80 0,2455

20 0,63 5,24 0,0696

30 0,95 4,89 0,0464

40 1,26 4,88 0,0489

50 1,58 5,42 0,0513

60 1,90 4,26 0,0537

70 2,21 4,08 0,0769

90 2,53 3,96 0,0684

100 2,84 3,55 0,0391

110 3,16 3,42 0,0464

120 3,48 3,50 0,0464

130 3,79 3,75 0,0403

140 4,11 3,96 0,2125

150 4,42 3,72 0,0256

160 4,74 3,41 0,0403

170 5,06 3,33 0,0293

180 5,37 3,70 0,0940

190 5,69 3,62 0,0721

200 6,00 3,62 0,0464

Рис. 8. График зависимости тока 
от амплитуды частичных разрядов

Рис. 9. График зависимости тока 
от мощности частичных разрядов

Рис. 10. Сравнение форм импульсов ЧР: 
200 ампер (слева), 0 ампер (справа) 
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электрической трещины. Кроме того, указанные 
силы, вероятно, будут направлены вдоль кабеля. Та-
ким образом, магнитное поле может замедлить рост 
дендритов.
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STUDY OF THE MAGNETIC 
FIELD EFFECT ON PARTIAL 
DISCHARGES CHARACTERISTICS
The paper is devoted to the study of the dependences of the characteristics of 
partial discharges on magnetic induction. The design of the experimental setup has 
been developed. It allows applying both high voltage and current comparable to the 
operating one. The setup includes a high voltage source (dielectric tester), a current 
flow circuit, a high voltage current transformer and a sample of XLPE insulated 
cable. The operation of the electrical circuit of the experimental setup is simulated 
using software. The modeling has shown that if the operational electrical strength 
of the current transformer insulation is present, the high-voltage potential cannot 
contact the current flow circuit. After this, modeling of the magnetic field inside 
the insulating layer is carried out. Based on the developed design, an experimental 
setup is created. To record partial discharges, an artificial defect is created in a 
cable sample. The results of magnetic field modeling made it possible to estimate 
the magnetic induction in the field of an artificial cable defect. Next, experimental 
studies are carried out to assess the influence of the magnetic field of the cable core 
current on the characteristics of partial discharges. The measurement results have 
showed a decrease in the average apparent charge of partial discharges and partial 
discharge power with increasing current. In addition, waveforms are compared, but 
no significant differences are found. The magnetic field of the current may influence 
the PD performance in the long term due to its possible influence on the direction 
of growth of the electrical tree structure.

Keywords: partial discharge, a magnetic field, partial discharge measurement, 
characteristics of partial discharges, insulation defect, experimental study, modeling 
of real conditions of cable operation.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ И РАСЧЕТ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ТЕМПЕРАТУРЫ 
ПО ДЛИНЕ ПРОВОДА 
В ЗАДАЧАХ ИССЛЕДОВАНИЯ 
ПРОПУСКНОЙ СПОСОБНОСТИ 
ЛИНИЙ ЭЛЕКТРОПЕРЕДАЧИ 
ВБЛИЗИ КОНТАКТНЫХ СОЕДИНЕНИЙ
В статье получено аналитическое решение уравнения теплопроводности для 
контактного соединения длинных участков воздушных линий, а также рассмо-
трен случай для линии с двумя короткими и двумя длинными участками, по-
зволяющий учесть распределенные дефекты и размеры зажимов. Показано 
применение полученной математической модели для определения темпера-
туры воздушной линии электропередачи вблизи контактных соединений. Вы-
полнен сравнительный анализ значений температуры в линии электропереда-
чи, рассчитанных по созданной математической модели, с опубликованными 
данными, полученными на основе моделирования методом конечных элемен-
тов при использовании результатов физического эксперимента. Показано, что 
нагрев контактных соединений может существенно ограничивать пропускную 
способность линий даже при допустимом уровне контактных сопротивлений. 
Это делает актуальными задачи расчета температуры контактных соедине-
ний линий электропередачи и уточнения допустимых токов с учетом влияния 
переходных сопротивлений контактов.

Ключевые слова: осевая передача тепла, контактное соединение, температу-
ра, пропускная способность, допустимый ток, контактное сопротивление.

Введение. Актуальным направлением при иссле-
довании пропускной способности линий электро-
передачи является учет тепловых процессов [1–
4]. Однако указанные научные работы относятся  
к исследованиям, учитывающим только радиальную 
передачу тепла. В линиях электропередачи величи-
на переменного электрического тока изменяется  
по длине. Поэтому передача тепла происходит так-
же вдоль оси провода. Кроме того, осевую передачу 
тепла в локальных масштабах создают также сопро-
тивления контактов.

В работах [5, 6] исследуются вопросы, связанные 
как с радиальной, так и с осевой передачей тепла 
в воздушных линиях. Проведенные исследования 
дают возможность повысить точность расчета по-
терь электроэнергии и анализа пропускной способ-
ности линий электропередачи. Важным вопросом 
при проведении подобных исследований является 
достоверность результатов. В работе [5] рассмотре-
на осевая передача тепла под действием изменяю-

щегося по длине тока. Достоверность подтвержда-
ется путем сравнения полученного аналитического 
решения с методом конечных разностей. В настоя-
щей работе рассматривается осевая передача теп-
ла, создаваемая контактными сопротивлениями или 
локальными дефектами. Результаты расчета тем-
пературы в линии электропередачи сравниваются  
с экспериментальными данными, опубликованными 
в [7]. 

Существующие в настоящее время методы рас-
чета температуры контактных соединений сложны 
для практического использования, так как требуют 
моделирования трехмерных температурных полей 
при большом количестве исходных данных [8, 9]. 
Основной целью данной статьи является вывод  
и оценка достоверности упрощенных аналити-
ческих формул для распределения температуры  
в окрестностях контактного соединения воздушных 
линий. В отличие от прямого моделирования тем-
пературных полей, эти формулы требуют гораздо 

В. М. ТРОЦЕНКО
 С. С. ГИРШИН
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меньше исходных данных. В то же время перспек-
тивная область применения таких расчетов значи-
тельно шире по сравнению с существующей прак-
тикой. Действительно, в настоящее время расчет 
локального нагрева воздушных линий производит-
ся лишь в тех случаях, когда линия имеет дефект 
или когда контактное сопротивление превышает 
установленную норму (сопротивление на участке 
соединения не должно превышать сопротивление 
участка провода той же длины более чем в 1,2 раза 
[10]). При этом такие расчеты не считаются очень 
актуальными, поскольку устранение дефекта или 
снижение контакного сопротивления требуется не-
зависимо от получаемых результатов расчета.

Однако возможна иная ситуация: контактные 
сопротивления находятся в допустимых пределах, 
но линия нагружена по максимально допустимому 
току. При этих условиях даже небольшое контакт-
ное сопротивление, удовлетворяющее нормам, мо-
жет привести к повышению температуры сверх мак-
симально допустимой, что эквивалентно перегрузке 
линии. Приведенные в статье формулы позволяют 
учесть такие режимы при анализе пропускной спо-
собности линий путем сравнения максимальной 
температуры контакного соединения с допустимой 
температурой провода либо путем коррекции допу-
стимых токов по температуре контакта. Результаты 
этого анализа могут быть использованы при вводе 
режима в допустимую область, что в конечном ито-
ге будет способствовать снижению повторяемости 
аварийных и ненормальных режимов электриче-
ской сети.

Температура контактного соединения длинных 
участков линий электропередачи. Пусть n прово-
дов неограниченной длины соединяются в точке A 
(рис. 1). В [5] выведена приближенная формула для 
распределения температуры по длине провода:

  			   (1)

где Θ
г1
 и Θ

г2
 — температура в начале и в конце ли-

нии, °С; L
Т
 – тепловой масштаб длины; Θ

g
 — темпе-

ратура неограниченно длинного провода (в данном 
случае температура провода на большом удалении 
от контакта).

Тепловой масштаб длины представляет собой 
расстояние, при перемещении на которое от начала 
(конца) внутрь линии разность между температурой 
в начале (конце) линии и температурой неограни-
ченно длинного провода уменьшается в e раз [5],

 	 				    (2)

где λ — коэффициент теплопроводности; F — сече-
ние провода; r — радиус провода; a

тп
 — коэффици-

ент теплопередачи; I — сила электрического тока; 
r
0
 — погонное активное сопротивление; α — темпе-

ратурный коэффициент сопротивления.
Формула (1) справедлива при допущении L>>L

T
 

и при условии, что ток в линии не меняется по ее 
длине. Применим ее для рис. 1, отсчитывая коор-
динату от точки A и заменив Θ

г1
 на температуру Θ

А
  

в точке контакта:

  	  		  (3)

Первое слагаемое из формулы (1) здесь не учи-
тывается, так как в дальнейшем формула (3) будет 
использоваться только вблизи контакта при малых 
значениях x.

По закону Фурье тепловой поток в линии вблизи 
точки А (при x

i
 = 0), направленный от этой точки 

в линию:

 

 	               (4)

Здесь введено обозначение 
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. В даль-

нейшем будем называть эту величину параметром 
осевой теплопередачи. По физическому смыслу па-
раметр β представляет собой количество теплоты, 
передаваемой в линию из точки контакта в едини-
цу времени при единичной разности температуры 
точки контакта и температуры линии на большом 
удалении от контакта.

Cумма потоков тепла, исходящих из точки кон-
такта, равна тепловыделению в этой точке:

  		             (5)

где R
конт

 — сопротивление контакта, которое в дан-
ном случае считается сосредоточенным в точке A.

Решая уравнение (5) относительно Θ
A
, получаем 

следующую формулу для температуры контактного 
соединения линий:

  					     (6)

Формула (6) не может учесть влияние параме-
тров зажимов. Кроме того, она справедлива толь-
ко при сосредоточенном контакте, в то время как  
в действительности участок контакта имеет конеч-
ную длину (учет этих факторов рассмотрен ниже). 
Поэтому формула (6) должна рассматриваться как 
наиболее упрощенная и возможность ее практиче-
ского использования требует дополнительных ис-
следований.

Тем не менее полученная формула позволяет 
проводить оценочные расчеты. В качестве условий 
для такого расчета рассмотрим простейший слу- 
чай — контактное соединение внутри одной линии. 
С учетом выражения для β формула (6) примет вид:

  				          (7)

Рис. 1. Контактное соединение 
длинных участков линий
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Действующая методика проверки контактных 
соединений линий электропередачи [10] нормирует 
сопротивление контакта на участке линии длиной 
L относительно сопротивления участка той же дли-
ны без контактного соединения. Тогда формулу для 
контактного сопротивления можно записать следу-
ющим образом:

  						      (8)

где k — относительная разность сопротивлений 
участка линии с контактным соединением и без 
контактного соединения; ρ — удельное сопротив-
ление материала провода; F

эл
 — сечение провода,  

по которому рассчитывается активное сопротив- 
ление.

Выразим из (7) превышение температуры кон-
такта над температурой провода вдали от контакт-
ного соединения с учетом (8) при плотности тока j:

  					     (9)

Произведем оценку величины ΔΘ
A
 при допу-

стимом превышении сопротивления участка линии  
с контактным соединением над сопротивлением 
такого же участка без контактного соединения, 
которое составляет 20 % (k = 0,2). Примем длину 
этого участка L = 0,5 м. Предположим, что по ли-
нии протекает максимально допустимый по нагреву 
ток. Тогда плотность тока может составлять около 
3 А/мм2 (в зависимости от типа и сечения линии, 
а также от условий охлаждения эта величина мо-
жет изменяться как в большую, так и в меньшую 
сторону). Для теплового масштаба длины примем 
типовое значение L

Т
 = 0,2 м [5]. Рассмотрим про-

вод с алюминиевой токоведущей частью (ρ = 0,028 
Ом ∙ мм2/м, λ = 237 Вт/(м ∙ C) [5]), принимая для 
простоты F

эл
 = F. Тогда формула (9) дает результат 

ΔΘ
A
 = 10,6 C.
Полученное превышение температуры является 

существенным. Поэтому контактные сопротивле-
ния, даже находясь в допустимых пределах, могут 
заметно ограничивать пропускную способность  
линии.

Температура контактных соединений при нали-
чии участков малой длины. Соединение проводов 
линий электропередачи осуществляется с помощью 
зажимов, геометрические параметры и условия ох-
лаждения которых существенно отличаются от про-
водов без зажима. Это может быть учтено путем 
введения в математическую модель участков малой 
длины, для которых условие L>>L

T
 уже не выполня-

ется. Для таких участков вместо формулы (1) следу-
ет использовать более точное выражение [5]:

                                   (10)

где

	  	  (11)

	  	 (12)

Здесь границы участка обозначены точками  
с номерами i, j, причем координата x отсчитывается 
от точки i.

На рис. 2 показана расчетная схема для линии  
с двумя длинными участками 0-1, 3-4 и двумя корот-
кими участками 1-2, 2-3.

В частности, данную расчетную схему можно 
трактовать как линию с зажимом, началу и концу 
которого соответствуют точки 1, 3. Точка 2 модели-
рует сосредоточенное контактное сопротивление. 
В действительности это сопротивление может быть 
не сосредоточенным, а распределенным по всей 
длине или части длины зажима. Однако на практи-
ке распределение контактного сопротивления вну-
три зажима является неизвестным, а максимальный 
нагрев будет наблюдаться при сосредоточенном со-
противлении, в связи с чем оно и введено в рас-
четную схему.

Таким образом, схема на рис. 2 позволяет учесть 
как распределенные, так и сосредоточенные со-
противления контактов. Причем сосредоточен-
ные сопротивления без значительного усложне-
ния задачи могут быть заданы не только в точке 2,  
но и в точках 1, 3 (например, этому могут соответ-
ствовать какие-либо дефекты линии).

Балансовые выражения осевых потоков тепла 
для схемы рис. 2 имеют вид:

  	                                   (13)

где Q
ij
 — тепловой поток на участке i, j вблизи точ-

ки i, направленный внутрь участка:

  	                               (14)

Выполнив дифференцирование и подставив ре-
зультат в (13), получим систему линейных уравне-
ний относительно температур Θ

1
, Θ

2
, Θ

3
 в точках 1, 

2, 3. Эта система имеет следующее решение:

                        (15)
                                     

(16)
                                    

(17)

Здесь β
ij
 — параметры осевой теплопереда-

чи соответствующих участков; β
экв

 — некоторый 
эквивалентный параметр осевой теплопередачи,  
равный:
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Рис. 2. Контактное соединение линии 
с двумя длинными

 и двумя короткими участками
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 — коэффициенты, 

характеризующие неоднородность участков соот-
ветственно 0-1-2 и 2-3-4. 

Остальные коэффициенты, входящие в форму-
лы (15)-(17), определяются по следующим выраже-
ниям:

                             ,                                         ,  

                             ,                                    ,   

                             ,                                    ,
    ,   ,

                             ,                         ,  

                                  ,                           ,

                      ,                                        .

Полученные формулы довольно громоздкие. Ос-
новная причина этого в том, что участки 0-1 и 1-2,  
а также участки 2-3 и 3-4 имеют разные параметры. 
Наличие трех точек само по себе усложняет реше-
ние гораздо в меньшей степени. В этом легко убе-
диться, приняв коэффициенты δ

ij
 равными нулю. 

Если при этом принять также равными нулю ΔP
конт,1

 
и ΔP

конт,3,
 то получим формулу (6) при n = 2.

Сравнение результатов расчета с эксперимен-
тальными данными. В работе [7] опубликованы ре-
зультаты физического эксперимента и численного 
расчета распределения температуры в четырех по-
следовательных участках поврежденной воздушной 
линии, выполненной проводом марки ACSR-330/30. 
Длины участков L

OA
 = 0,2 м, L

АВ
 = 0,26 м, L

ВС
 = 

=0,3 м и L
CD

 = 0,655 м. В [7] рассмотрен только 
внешний повив, состоящий из 22 проволок общим 
сечением F = 153 мм2. Внешний радиус повива равен 
радиусу провода r

пр
 = 12,4 мм. Погонное активное 

сопротивление неповрежденного повива при 0 C 
составляет 141,2 мкОм/м (соответствует сопротив-
лению 23 мкОм для участка провода длиной 15 см [7] 
при допущении, что это сопротивление приведено  
к 20 C). На участке OA расположен медный за-
жим сечением 400 мм2 при внешнем радиусе 18 мм.  
По условиям эксперимента и расчетов [7] темпера-
тура окружающей среды Θ

окр
 = 23,9 C, коэффи-

циент теплоотдачи α
т
 = 12,22 Вт/(м2 ∙ C), степени 

черноты провода и зажима ε
п
 = 0,8 и ε

з
 = 0,3, сила 

электрического тока I = 165 А. Коэффициенты 
теплопроводности для алюминия и меди приняты 
равными соответственно 237 и 401 Вт/(м ∙ C). В рас-
четах, результаты которых приведены ниже, учтена 
температурная зависимость активных сопротивле-
ний провода и зажима при температурном коэффи-
циенте сопротивления 0,0043 °С–1.

Поскольку модель (15)–(17) предполагает нали-
чие только двух коротких участков, то она может 
быть применена для рассматриваемого случая лишь 
приближенно. Самым простым вариантом адапта-
ции модели (15)–(17) к условиям эксперимента яв-
ляется замена коротких участков OA и CD на длин-
ные. Однако такая замена не вполне обоснована, 
поскольку участок OA принципиально содержит 
контактное сопротивление, которое не может быть 
распределено на длину больше зажима. Поэтому 
ниже в качестве коротких участков приняты участ-
ки OA и AB. Таким образом, точке 1 на рис. 2 со-
ответствует точка O, точке 2 соответствует точка A,  
а точке 3 — точка B.

Согласно [7], активные сопротивления участков 
имеют следующие значения: R

OA
 = 1,14 мОм, R

АВ 
=  

=1,482 мОм, R
ВС

 = 1,026 мОм и R
CD

 = 0,249 мОм. 
Для дальнейших расчетов требуется разделить эти 
сопротивления на распределенные и сосредоточен-
ные. Это можно сделать на основе следующих до-
пущений:

1) участок 01 представляет собой неповрежден-
ный провод;

2) на участке 12 половина сопротивления R
OA

 со-
средоточена в точке 1, а половина распределена по 
длине; 

3) сопротивление R
AB

 полностью распределено 
по длине участка 23; 

4) распределенное сопротивление участка 34 со-
ответствует неповрежденному проводу; 

5) избыточная часть сопротивления R
ВС

 считает-
ся сосредоточенной в точке 3.

Допущение 4 основано на том соображении, что 
участок 34 продолжается за пределами точки D, где 
нет оснований считать провод поврежденным. Ана-
логичное допущение 1 является более произволь-
ным, поскольку физически участок 01 — это уже  
не линия, а иные токоведущие конструкции.  
Из данных [7] следует, что температура этих кон-
струкций не может сильно отличаться от темпе-
ратуры окружающей среды. Однако то же самое 
справедливо и для неповрежденного провода, что  
и дает возможность принять данное допущение.

Сопротивление участка с зажимом может быть 
распределено внутри этого участка весьма слож-
ным образом. Однако в точке 2 значительного кон-
тактного сопротивления быть не может, так как 
здесь провод еще не заканчивается, а продолжает-
ся под зажимом. Поскольку фактическое распре-
деление сопротивления на участке 12 неизвестно,  
то в допущении 2 принято, что сосредоточенное со-
противление (в точке 1) равно распределенному.

Расчетные сопротивления представлены в табл. 
1. При этом распределенные сопротивления приве-
дены к единичной длине (погонные сопротивления) 
и к температуре 0 C.

Расчетные погонные сопротивления на участ-
ках 12 и 34 больше погонных сопротивлений непо-
врежденного провода соответственно в 18,6 и в 37,2 
раза. Физически это можно трактовать как умень-
шение эффективного сечения токоведущих частей. 
Таким образом, для участка 23 эффективное сече-
ние составит 153/37,2=4,113 мм2, а для участка 12 
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с учетом зажима (400+153)/18,6 = 29,73 мм2. Эти 
сечения использовались при расчете тепловых мас-
штабов длины и параметров осевой теплопередачи. 
Для участка с зажимом коэффициент теплопрово-
дности был принят как средневзвешенный по сече-
ниям алюминия и меди λ

12
 = 355,6 Вт/(м ∙ C).

При этих исходных данных расчет температур 
по формулам (15)-(17) дает следующие значения:

Θ
1 
= 92 C;

Θ
2
=102,4  C;

Θ
3
=146,8 C.

Распределение температур на участках 12 (OA) 
и 23 (AB), построенное по формуле (10), показано 
на рис. 3.

Максимальная температура наблюдается внутри 
участка AB и составляет Θ

max
 = 168,6 C. Сравнение 

четырех полученных температур с данными [7] при-
ведено в табл. 2.

Из табл. 2 видно, что полученное значение мак-
симальной температуры хорошо соответствует 
экспериментальным данным [7]. При этом макси-
мум наблюдается практически в той же точке, что  
и в эксперименте [7]. Распределение температуры 
по длине также в целом соответствует [7], однако 
расчетные температуры в промежуточных точках 
получились существенно заниженными (экспери-
ментальные температуры в точках 2 и 3 приведены 
в виде интервалов, поскольку на исходной термо-
грамме [7] в этих точках кривая имеет большой 
наклон, что с учетом толщины линии не дает воз-
можности определить температуры с большей точ-
ностью). Наибольшее различие температур наблю-
дается в точке 2. Вероятно, оно связано с тем, что 

контактное сопротивление концентрируется к этой 
точке сильнее, чем это принято выше в допущении 
2. Расхождение температуры в точке 3 объяснить 
труднее, поскольку все контактное сопротивление, 
согласно допущению 5, уже сконцентрировано  
в этой точке. Здесь сказываются локальные гео-
метрические особенности поврежденных повивов, 
влияющие на радиальную передачу тепла, но под-
робнее этот вопрос будет рассмотрен позже.

Выводы. Приведенные в статье аналитические 
формулы позволяют оценить пропускную способ-
ность линий с учетом контактных сопротивлений 
при уменьшенном количестве исходных данных по 
сравнению с численными трехмерными моделями. 
Расчеты, выполненные для простого контактно-
го соединения без дефектов, показали, что даже 
нормально допустимое контактное сопротивление 
может существенно ограничивать пропускную спо-
собность линий, повышая температуру провода 
примерно на 10 C. Ограничение пропускной спо-
собности здесь связано с увеличением величины 
контактного сопротивления за счет его температур-
ной зависимости.

Расчеты, выполненные для более сложного 
случая при наличии неоднородностей и распреде-
ленных дефектов, показали хорошее совпадение  
с экспериментальными данными. При этом наибо-

Таблица 1

Расчетные распределенные и сосредоточенные сопротивления

Точка или участок 1 2 3 01 12 23 34

Сопротивление 0,57 мОм 0 0,98 мОм 0,141 мОм/м 2,624 мОм/м 5,249 мОм/м 0,141 мОм/м

Рис. 3. Распределение температуры на участках 12 (OA) и 23 (AB)

Таблица 2

Сравнение расчетных температур с данными [7]

Θ
1
, °C Θ

2
, °C Θ

3
, °C Θ

max
, °C

Расчет 92 102,4 146,8 168,6

Данные [7] 93 115–120 150–155 170
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лее точно определена именно максимальная тем-
пература. Необходимо заметить, что указанный 
максимум температуры определяется не столько 
осевыми, сколько радиальными потоками тепла  
в проводе. Это связано с тем, что в данном случае 
максимальный нагрев наблюдается в области рас-
пределенного дефекта, который, уменьшая эффек-
тивное сечение провода, по сути, блокирует осевую 
теплопередачу. Максимальная относительная по-
грешность при сравнении с данными [7] составила 
14,67 %, но такую погрешность можно объяснить 
тем, что в точке 2 контактное сопротивление кон-
центрируется к этой точке сильнее, чем при допу-
щении 2. В остальных же случаях, особенно при 
сравнении максимальной температуры с данными 
[7], относительная погрешность составила 0,82 %,  
то есть представленное аналитическое решение об-
ладает высокой точностью.

Анализ результатов позволяет сделать следу-
ющий общий вывод: чем сильнее выражен рас-
пределенный дефект линии, тем меньшее влияние  
на температуру оказывают соседние участки. Одна-
ко для сосредоточенного дефекта такой вывод уже 
не будет справедливым.

С практической точки зрения, важным является 
не только само максимальное значение температу-
ры при наличии дефектов, но и положение точки 
максимума. Как показано выше, предложенная мо-
дель позволяет определить это положение также  
с высокой точностью.

В целом результаты исследования могут быть ис-
пользованы как для оценки пропускной способно-
сти линий при нормальных контактных сопротив-
лениях, так и для расчета температур при наличии 
дефектов.
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MODELING AND CALCULATION 
OF TEMPERATURE DISTRIBUTION 
ALONG THE LENGTH 
OF A WIRE STUDYING PROBLEMS 
THE CAPACITY OF POWER 
TRANSMISSION LINES 
NEAR CONTACT CONNECTIONS
The article has obtained an analytical solution to the thermal conductivity equation 
for the contact connection of long sections of overhead lines, and also considered 
the case for a line with two short and two long sections, which makes it possible 
to take into account distributed defects and clamp sizes. The application of the 
obtained mathematical model to determine the temperature of an overhead power 
line near contact connections is shown. A comparative analysis of the temperature 
values in the power line, calculated using the created mathematical model, with 
published data obtained based on finite element modeling using the results of 
a physical experiment is performed. It has been shown that heating of contact 
connections can significantly limit the throughput of lines even at an acceptable level 
of contact resistance. This makes relevant the tasks of calculating the temperature 
of contact connections of power lines and clarifying permissible currents taking into 
account the influence of transient contact resistances.

Keywords: axial heat transfer, contact connection, temperature, throughput, 
permissible current, contact resistance.
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ЭЛЕКТРОНИКА, 
ФОТОНИКА,
ПРИБОРОСТРОЕНИЕ 
И СВЯЗЬ

С. В. БИРЮКОВ

Омский государственный
 технический университет, 

г. Омск

СРАВНИТЕЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ
ДВОЙНОГО И СДВОЕННОГО 
ЭЛЕКТРОИНДУКЦИОННЫХ 
СФЕРИЧЕСКИХ ДАТЧИКОВ 
НАПРЯЖЕННОСТИ 
ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ПОЛЯ
В работе проводится сравнительное исследование двойных и сдвоенных дат-
чиков напряженности электрического поля. В сравнении рассматривались кон-
структивные, технологические и метрологические параметры датчиков, 
а также сложность их измерительных цепей. Исследования выявили схожесть 
конструктивных и технологических параметров датчиков и отличие по метро-
логическим характеристикам и по сложности измерительных цепей.
По метрологическим характеристикам сдвоенные датчики значительно пре-
восходят двойные. Установлено, что сдвоенный датчик, имеющий чувстви-
тельные элементы с угловыми размерами 1=46,38  и 2=90 , обладает 
меньшей погрешностью от неоднородности поля. Погрешность не превышает  
  ±2,76 % в пространственном диапазоне измерений 0  a  1. При той же 
погрешности двойные датчики можно использовать только в ограниченном 
пространственном диапазоне измерения 0  a  0,89. Показано, что сдвоенные 
датчики по метрологическим параметрам превосходят двойные датчики. Это 
говорит о целесообразности их использования.

Ключевые слова: напряженность электрического поля, датчик электрического 
поля, двойной датчик, сдвоенный датчик, погрешность измерения, расстояние 
до источника поля. 

УДК 621.317
DOI: 10.25206/1813-8225-2024-191-125-132
EDN: IXQSUI 

Введение. Датчики напряженности электриче-
ского поля электроиндукционного типа из-за сво-
ей простоты получили широкое распространение  
в области измерения низкочастотных электриче-

ских полей (ЭП) вплоть до 1 МГц [1]. Такие дат-
чики, например, могут быть использованы для по-
строения приборов, выявляющих особенности 
воздействия ЭП промышленной частоты с техни-
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ческими объектами и с живыми организмами [2]. 
Поля промышленной частоты самые распростра-
нённые техногенные поля. Техногенные поля соз-
даются электросетями, высоковольтными линиями 
электропередач (ЛЭП), электрическими подстан-
циями (ПС), высоковольтными энергетическими 
установками. В 1972 г. были установлены [3] фак-
ты неблагоприятного воздействия ЭП на человека. 
Для этого использовались приборы, имеющие оди-
нарные [4, 5] и двойные [6–9] датчики. Практика 
показала, что одинарные датчики обладают низкой,  
а двойные датчики высокой помехозащищенно-
стью. Вследствие этого одинарные датчики имеют 
высокую погрешность, достигающую 40 %, а двой-
ные датчики обладают средней погрешностью по-
рядка 5 %. Отмеченные погрешности датчиков  
не позволяют достаточно полно установить меха-
низм воздействия ЭП на человека. Поэтому требует-
ся повышение точности измерения напряженности 
ЭП. Повысить точность измерений напряженности 
поля можно, повышая точность датчика и метода 
измерений. Повышение точности электроиндукци-
онных датчиков достигло предела. Следовательно, 
необходим новый метод измерения. И такой метод 
был предложен в работах [10, 11]. Он получил на-
звание «метод измерения по среднему значению». 
Новый метод привел к необходимости создания 
сдвоенных датчиков напряженности ЭП. В связи  
с этим возникла необходимость проведения срав-
нительного исследования двойных и сдвоенных дат-
чиков. 

Постановка задачи. Провести исследования 
двойных и сдвоенных датчиков напряженности 
ЭП и установить их достоинства и недостатки. Для 
этого необходимы решения ряда задач, к которым 
можно отнести:

1)  установить влияние на метрологические ха-
рактеристики двойных и сдвоенных датчиков их 
электрических, технологических и конструктивных 
параметров;

2)  сделать оценку двойных и сдвоенных дат-
чиков по электрическим, технологическим и кон-
структивным параметрам;

3)  сравнить двойные и сдвоенные датчики  
по электрическим, технологическим и конструктив-
ным параметрам и выбрать датчики с лучшими ме-
трологическими характеристиками.

Теория. Электроиндукционные датчики напря-
женности ЭП основаны на явлении электростати-
ческой индукции. Такие датчики способны работать 
в электростатических и квазистатических полях, от-
носящихся к области низких частот. Явление элек-
тростатической индукции сводится к перераспре-
делению электрических зарядов на изолированном 
проводящем теле датчика при внесении его в ЭП. 
В результате перераспределения зарядов часть тела 
датчика становится заряженной положительными,  
а часть — отрицательными зарядами, разделенными 
плоскостью электрической нейтрали. Заряды, инду-
цированные ЭП на поверхности датчика, приводят 
к искажению исходного поля. Эти искажения поля 
можно условно разделить на два типа: геометриче-
ские и электрические [12].  

Первый тип искажений обусловлен геометрией 
проводящего тела датчика, его размерами, материа-
лами изготовления и положения в ЭП.

Второй тип искажений электрический. Такие 
искажения возникают при использовании между 
датчиком и измерительным устройством прово-
дного канала связи. Это приводит к появлению  

на датчике не скомпенсированного заряда Q
д
 [12]. 

Согласно теореме Гаусса, этот заряд будет созда-
вать дополнительный векторный поток напряжен-
ности электрического поля (НЭП)

                                                .

Поскольку поток вектора НЭП Ф  0, то это при-
водит  к электрическим искажениям, вызывающим 
наибольшие проблемы и недостоверные измерения.

В связи со сказанным выработаем два требова-
ния к датчикам, работающим в условиях геометри-
ческих и электрических искажений: 

1) полезный сигнал датчика должен определять-
ся полем потока Ф

Е
 вектора НЭП; 

2) поток Ф
Е
 вектора НЭП через замкнутую по-

верхность датчика S
л
 должен быть равен нулю

 .                    (1)

Эти требования определяют минимально воз-
можное число чувствительных элементов (ЧЭ) дат-
чика, равное двум, поскольку Ф

1
 + Ф

2
 = 0. Это 

указывает на то, что один ЧЭ должен «принимать»,  
а другой — «отдавать» поток Ф

Е
 вектора НЭП.  

В связи с этим предпочтение следует отдавать двой-
ным датчикам.

Двойной сферический датчик. Двойной сфери-
ческий датчик (ДД) состоит из двух датчиков оди-
нарного типа (рис. 1). Конструктивно ДД представ-
ляет проводящее сферическое основание 1 радиуса 
R. Для снятия с определенных частей проводящей 
поверхности датчика электрических сигналов  
на её поверхности выделяются ЧЭ 2 и 3 так, что-
бы они были диаметрально противоположны и рас-
полагались на одной координатной оси. ЧЭ 2 и 3 
представляют собой части сферической поверхно-
сти, ограниченные окружностями, и являются сфе-
рическими сегментами с угловым размером 

0
. Угол 


0
 ограничен двумя лучами, выходящими из цен-

тра сферического основания и проходящими один 
через центр сферического сегмента, а второй че-
рез его край. Угловой размер 

0
 может изменяться  

в пределах 0 < 
0 

 90 . Если 
0 
< 90 , то ЧЭ пред-

ставляет собой сферический сегмент с угловым раз-
мером 

1 
< 90 , если же 

0
=90 , то ЧЭ превращает-

ся в полусферу с угловым размером 
2
=90 [8]. При 

внесении двойного датчика в ЭП и ориентации его 
координатной оси по направлению поля на ЧЭ 2 
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Рис. 1. Сферический датчик 
электрического поля двойного 

типа в однокоординатном 
исполнении 



О
М

С
К

И
Й

 Н
А

У
Ч

Н
Ы

Й
 ВЕС

ТН
И

К
 №

 3 (191)   2024
Э

Л
ЕК

ТРО
Н

И
К

А
,  Ф

О
ТО

Н
И

К
А

,  П
РИ

Б
О

РО
С

ТРО
ЕН

И
Е  И

  С
ВЯ

ЗЬ

127

первого и 3 второго одинарных датчиков, индуциру-
ются электрические заряды q

2
(t) и q

3
(t). Дифферен-

циальный заряд, снятый с ЧЭ 2 и 3, будет равен [13]

,             (2)

где (
1
) — суммарная погрешность от неоднород-

ности поля для двойного датчика в дифференциаль-
ном включении определяется выражением [9]

 ,     (3)

где параметр a=R/d — пространственный диапа-
зон измерения, изменяющийся в пределах 0<a<1; 
R — радиус сферического основания 1 датчика; d —
расстояние от центра сферического основания дат-
чика до источника поля [9]. С помощью параметра 
а можно изменять степень неоднородности поля. 
Так, например, при a0 и a1 поле приближается 
к однородному и сильно неоднородному полю соот-
ветственно. 

Анализ выражения (2) позволяет заключить, что 
при дифференциальном включении двух одинар-
ных датчиков, входящих в датчик двойного типа 
удваивается измерительный сигнал, уменьшаются 
влияние синфазных помех и наводок и погреш-
ность от неоднородности ЭП. 

Из сказанного следует, что ДД обладают боль-
шей чувствительностью и меньшей дополнительной 
погрешностью в отличие от ОД. Это подтверждают 
выводы, сделанные в теоретической части статьи  
и в работе [8]. 

Для выявления рациональных угловых размеров 


1
 чувствительных элементов датчика составлена его 

математическая модель ДД. В основу модели было 
положено выражение (3). Математическая модель 
позволяет определять рациональные угловые раз-
меры 

1
 чувствительных элементов датчика, при ко-

торых датчик будет обладать минимальной погреш-
ностью (

1
) и максимальным пространственным 

диапазоном измерения a. Полученные в результате 
математического моделирования ДД рациональные 
угловые размеры сведены в табл. 1 и представлены 
в виде графиков на рис. 2а, б.  

Из табл. 1 и графиков (рис. 2а, б) следует, что 
рациональный диапазон угловых размеров ЧЭ огра-
ничен условием 57 <

1
<62 . Угловым размерам ЧЭ 

из этого диапазона будет соответствовать погреш-
ность, выбираемая из условия  ±0,19  %<< ±3,8  %,   
и верхнее значение пространственного диапазона 
измерения, выбираемое из условия 0,41<a<0,96. Со-
гласно графикам (рис. 2), ДД с угловым размером 
ЧЭ, равным 

1
=58,77 , имеют погрешность =±2 % 

и  пространственный диапазон измерения 0<a<0,78, 
что соответствует расстоянию до источника поля 
d1,28R. График изменения этой погрешности  
в пределах –2 % <  < +2 % в пространственном 
диапазоне 0<a<0,78 представлен на рис. 3.

д

1

дд

QSdESdEФ
SS

n


 


 

0
д

 E
q

S

ФSdE Σ


 

  )()(16

)()()(

11
22

0

3223

tESinR

tqtqtq



Δ
 

100

1

cos21

1

cos21

1
2

sin3

1

)(

2
1

2

2
1

2

1
22

1 



































































aa

a

aa

a

a

 

 )(1)()( 111  tEtE  

 )(1)()( 222  tEtE  

)(
2

)()(
16

2

)()(

22112
0

21

tER

tEtE
q







 







 

2

)()( 2211 
  

 

д

1

дд

QSdESdEФ
SS

n


 


 

0
д

 E
q

S

ФSdE Σ


 

  )()(16

)()()(

11
22

0

3223

tESinR

tqtqtq



Δ
 

100

1

cos21

1

cos21

1
2

sin3

1

)(

2
1

2

2
1

2

1
22

1 



































































aa

a

aa

a

a

 

 )(1)()( 111  tEtE  

 )(1)()( 222  tEtE  

)(
2

)()(
16

2

)()(

22112
0

21

tER

tEtE
q







 







 

2

)()( 2211 
  

 

Таблица 1

Результаты исследования двойного датчика 

1 2 3 4 5 6

θ
1
, град. 57 57,5 58 58,5 59 59,5

δ, % ±3,796 ±3,229 ±2,71 ±2,231 ±1,807 ±1,42

а 0≤а≤0,96 0≤а≤0,92 0≤а≤0,87 0≤а≤0,82 0≤а≤0,77 0≤а≤0,72

7 8 9 10 11

θ
1
, град. 60 60,5 61 61,5 62

δ, % ±1,088 ±0,796 ±0,549 ±0,348 ±0,192

а 0≤а≤0,66 0≤а≤0,605 0≤а≤0,55 0≤а≤0,48 0≤а≤0,41

Рис. 2. Графики зависимости: а) зависимость 
1
(); б) зависимость a()

Рис. 3. График изменения 
погрешности (а)=2 % 
в пространственном 
диапазоне 0a0,78
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Сдвоенный сферический датчик. Рассмотрим 
сдвоенный сферический датчик (СД) с накладными 
ЧЭ. В состав сдвоенного датчика входит два двой-
ных датчика (ДД), составляющих единое целое (рис. 
4). Конструкция СД [14] включает в себя проводя-
щее тело 1 сферической формы и четыре прово-
дящих ЧЭ 2-5 в форме сферических сегментов. ЧЭ 
2, 4 и 3, 5 наложены друг на друга и на сферу, изо-
лированы между собой и сферой и расположены 
на одной координатной оси z. Первая пара ЧЭ 2, 3 
ограничена угловым размером 

1
, а вторая пара ЧЭ 

4, 5 ограничена угловым размером 
2 
 90 º.

Помещая СД в ЭП, на выходах его двойных дат-
чиков индуцируются дифференциальные заряды. 
Эти заряды можно определить по выражению (2), 
подставляя в него соответствующие угловых раз-
меров ЧЭ. При подстановке необходимо учитывать, 
что 

 ,                 (4)

 .                 (5)

Погрешности 
1
() и 

2
() определяются выраже-

нием (3), соответственно, подставляя в них угловые 


1
=45  и 

1
=90  ЧЭ.   

С учетом того, что выходной сигнал двойного 
датчика формируется как среднее значение из E

1
(t) 

и E
2
(t) в соответствии с методом измерений НЭП  

по среднему значению [10, 11], то выходной заряд 
СД можно представить как

 ,         (6)

где 
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 — 			    (7) 

— погрешность от неоднородности поля СД.
Следует отметить, что выражение (7) связывает 

погрешность СД от неоднородности поля, угловые 
размеры 

1
 и 

2
 его ЧЭ 2-3 и 4-5 и линейные разме-

ры R датчика. Эта взаимосвязь позволила составить 
математическую модель СД. 

Проведенное математическое моделирование 
СД, аналогичное моделированию ДД выявило раци-
ональные угловые размеры 

1
 и 

2
 ЧЭ. При моде-

лировании выявлялись угловые размеры 
1
 и 

2
ЧЭ, 

при которых  погрешность  была минимальна  
в максимально возможном пространственном диа-
пазоне измерения a. Рассмотрены два варианта вы-
бора ЧЭ сдвоенного датчика. 

Первый вариант построения СД предусматри-
вал выбор таких угловых размеров 

1
 и 

2
 ЧЭ, при 
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 Рис. 4. Сферический 
однокоординатный 

датчик напряженности 
электрического поля 

сдвоенного типа

Таблица 2 

Результаты исследования сдвоенного датчика. Вариант 1

1 2 3 4 5 6 7

θ
1
, град. 52,25 52 50,95 49,9 49 48,29 47,75

θ
2
, град. 62,5 63 65 67,5 70 72,5 75

δ, % ±4,02 ±3,98 ±3,84 ±3,67 ±3,51 ±3,35 ±3,20

а 0≤а≤1 0≤а≤1 0≤а≤1 0≤а≤1 0≤а≤1 0≤а≤1 0≤а≤1

8 9 10 11 12 13

θ
1
, град. 47,33 46,94 46,67 46,52 46,4 46,38

θ
3
, град. 77,5 80 82,5 85 87,5 90

δ, % ±3,07 ±2,95 ±2,87 ±2,81 ±2,77 ±2,76

а 0≤а≤1 0≤а≤1 0≤а≤1 0≤а≤1 0≤а≤1 0≤а≤1

                        а)                                             б)

Рис. 5. Графики зависимости: а) зависимость 
1
(); б) зависимость 
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которых во всем пространственном диапазоне из-
мерений 0а1 погрешность измерения была бы 
равна .

Второй вариант построения СД предусматри-
вал уменьшение погрешности измерения  за счет 
уменьшения пространственного диапазона измере-
ний 0а<1.

Результатом математического моделирования 
первого варианта явились полученные:

—  рациональные угловые размеры ЧЭ сдвоен-
ного датчика;

—  взаимосвязь угловых размеров ЧЭ с погреш-
ностью  от неоднородности ЭП; 

—  взаимосвязь угловых размеров ЧЭ с про-
странственным диапазоном измерения a.

По результатам моделирования составлена табл. 
2 и построены графики (рис. 5). 

Из табл. 2 и рис. 5 следует, что СД при различ-
ных сочетаниях угловых размеров 

1
 и 

2
 ЧЭ мо-

гут иметь погрешность  от неоднородности поля  
в пределах  ±2,76  %<< ±4,02 % для всего про-
странственного диапазона измерения 0<a=1. 
Однако сочетания угловых размеров 

1
=46,38   

и 
2
=90  ЧЭ можно считать оптимальными. Для та-

кого сочетания угловых размеров ЧЭ датчика мини-
мально возможная погрешность от неоднородности 
поля не будет превышать =±2,76 % в полном про-
странственном диапазоне измерения 0a=1. 

В результате математического моделирования 
СД по второму варианту (ЧЭ 4,5 выполнены в фор-
ме полусфер с 

2
=90 ) выявлены верхние границы 

пространственного диапазона измерений a, прини-
мающие значения от 0,33 до 0,98, в которых погреш-
ность СД от неоднородности ЭП может принимать 
значения в  пределах 0,02 %<<2,55 %. Результаты 
моделирования занесены в табл. 3 и представлены  
в виде графиков (рис. 6). 

На рис. 6 представлен график, который по за-
данной погрешности от неоднородности ЭП по-
зволяет выбрать угловой размер 

1
 ЧЭ при 

2
=90 . 

Так, например, для выбранной погрешности = 
=1,6 % угловой размер ЧЭ будет 

1
=47,5 , а про-

странственный диапазон измерения 0a0,87. 
Из табл. 3 и рис 6 можно определиться с опти-

мальным решением построения СД с угловым раз-
мером ЧЭ 

1
=48,5 , которому будут соответствовать 

погрешность =0,83 % от неоднородности поля  
и пространственный диапазон измерения 0a0,75. 

Сравнительное исследование. Критерии срав-
нительного исследования ДД и СД включают в себя 
[15, 16]: 

1) технологии изготовления;  
2) конструктивным параметрам (R, 

1
, 

2
);  

3) метрологическим характеристикам (, a). 
По технологии изготовления датчики мало от-

личаются друг от друга. Это отличие заключается  
в структуре построения датчиков. Оба датчика 
имеют слоистую структуру типа «проводник–ди-
электрик проводник». Двойной датчик выполнен  
по структуре «проводник–диэлектрик проводник», 
а сдвоенный — по структуре «проводник–ди- 
электрик–проводник–диэлектрик проводник».  
В качестве проводников выступают сферическое 
основание датчика и его чувствительные элементы. 
При использовании методов напыления процесс из-
готовления сдвоенного датчика несколько услож- 
няется.

Из выражений (2) и (3) установлено, что на си-
стематическую погрешность исследуемых датчиков 
одинаковое влияние оказывают радиус сфериче-
ского основания R и угловые размеры чувствитель-
ных элементов 

1
 и 

2
. Основные отличия сдвоенных  

и двойных датчиков в их метрологических харак-
теристиках, таких как погрешность  от неоднород-

Таблица 3

Результаты исследования  сдвоенного датчика. Вариант 2

1 2 3 4 5

θ
1
, град. 46,38 46,5 47 47.5 48

θ
2
, град. 90 90 90 90 90

δ, % ±2,76 ±2,55 ±2,02 ±1,6 ±1,19

а 0≤а≤1 0≤а≤0,98 0≤а≤0,92 0≤а≤0,87 0≤а≤0,81

6 7 8 9 10

θ
1
, град. 48,5 49 49,5 50 50,5

θ
2
, град. 90 90 90 90 90

δ, % ±0,83 ±0,53 ±0,29 ±0,12 ±0,02

а 0≤а≤0,75 0≤а≤0,67 0≤а≤0,58 0≤а≤0,48 0≤а≤0,33

                          а)                                                б)

Рис. 6. Графики зависимости: а) зависимость 
1
(); б) зависимость а()
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ности ЭП  и пространственный диапазон изме- 
рения a.

Сравним метрологические характеристики ДД  
и СД и представим их на рис. 7. На нем в виде гра-
фиков показана зависимость a() для двойного дат-
чика (график «зона 1», соответствующий рис. 2б)  
и двух вариантов сдвоенного датчика «зона 2»  
и «зона 3». Первому варианту соответствует гра-
фик зоны 2, для которого a()=1. Второму вари-
анту — график «зона 3», соответствующий гра-
фику, приведенному на рис. 6б. Из рис. 7 видно, 
что при равенстве погрешностей сдвоенных и 
двойных датчиков сдвоенные датчики имеют бо-
лее широкий пространственный диапазон измере-
ния. Для первого варианта построения СД соответ-
ствует максимальный пространственный диапазон 
измерений 0а=1, в котором минимально воз-
можные погрешности могут лежать в диапазоне  
 ±2,76  %<<  ±4,02  %. 

Оптимальной погрешностью этого диапазона 
следует считать погрешность =±2,76 %, для ко-
торой угловые размеры чувствительных элемен-
тов сдвоенного датчика должны иметь значения 


1
=46,38  и 

2
=90 . 

Второй вариант построения сдвоенного датчика 
целесообразно использовать в пространственном 
диапазоне измерений, т.е. в диапазоне 0а<1. Этот 
диапазон считается менее опасным, т.к. в нем ис-
ключаются касания датчика источника поля. В этом 
пространственном диапазоне погрешность датчика 
может принимать значения ±0,02  %<< ±2,55  %. 
Однако наиболее безопасным считается диапазон 
0a0,5, когда просвет между датчиком и источни-
ком поля равен радиусу датчика R. В безопасном 
диапазоне 0a0,5 погрешность от неоднородно-
сти поля СД не превысит  ±0,12  % (табл. 3). Для 
обеспечения такой погрешности СД должен иметь 
угловые размеры ЧЭ, равные 

1
=50  и 

2
=90 .

Итак, сравнительные исследования показали 
значительные преимущества по метрологическим 
характеристикам сдвоенных датчиков перед двой-
ными.

Результаты исследования. Результаты исследо-
ваний позволили:

1) установить параметры сдвоенных и двойных 
сферических датчиков напряженности ЭП, влияю-
щие на их метрологические характеристики. К ним 
можно отнести технологические и конструктивные 
параметры датчиков;

2) установить, что сдвоенные и двойные датчи-
ки незначительно отличаются по технологическим  
и конструктивным параметрам. Отличие наблюда-

ется только по сложности изготовления. Сдвоенные 
датчики несколько сложны в изготовлении;

3) сравнить сдвоенные и двойные датчики по ме-
трологическим характеристикам;

4) установить, что лучшими метрологическими 
характеристиками обладают сдвоенные датчики.

Выводы. Результаты исследований позволили 
сделать следующие выводы и заключение:

1) значительными преимуществами по метроло-
гическим характеристикам в сравнении сдвоенных 
и двойных датчиков напряженности ЭП обладают 
сдвоенные датчики; 

2) интерес могут представлять два варианта по-
строения сдвоенных датчиков: 

— первый вариант сдвоенного датчика облада-
ет погрешностью =±2,76 % в широком простран-
ственном диапазоне измерений 0a1 при выпол-
нении его ЧЭ с угловыми размерами 

1
=46,38   

и 
2
=90 ;
— второй вариант сдвоенного датчика обладает 

погрешностью =±0,12 % в полном пространствен-
ном диапазоне измерений 0a0,5 при выполнении 
его ЧЭ с угловыми размерами 

1
=50  и 

2
=90 .

Заключение. Сдвоенные датчики перспективны. 
Они позволяют значительно повысить точность из-
мерения напряженности неоднородного ЭП в ши-
роком  пространственном диапазоне измерения. 
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COMPARATIVE STUDY OF DOUBLE 
AND DUAL ELECTROINDUCTION
SPHERICAL ELECTRIC 
FIELD STRENGTH SENSORS
The work provides a comparative study of double and dual electric field strength 
sensors. The comparison examined the design, technological and metrological 
parameters of the sensors, as well as the complexity of their measuring circuits. 
Research has revealed similarities in the design and technological parameters  
of the sensors and differences in metrological characteristics and the complexity 
of the measuring circuits. In terms of metrological characteristics, dual sensors are 
significantly superior to double ones. It has been established that a dual sensor 
having sensitive elements with angular dimensions 1=46,38 , and 2=90 , has  
a smaller error due to field inhomogeneity. The error does not exceed  ±2,76 % 
in the spatial measurement range 0a1. With the same error, double sensors can 
only be used in a limited spatial measurement range of 0a0,89. It is shown that 
dual sensors are superior to dual sensors in terms of metrological parameters. This 
indicates the advisability of their use.

Keywords: electric field strength, electric field sensor, double sensor, dual type 
sensor, measurement error, distance to the field source.
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г. Омск

ИМПЕДАНС 
ПРОТОЧНОЙ ИЗМЕРИТЕЛЬНОЙ 
ЭЛЕКТРОХИМИЧЕСКОЙ ЯЧЕЙКИ 
С СИСТЕМОЙ ПЛАНАРНЫХ 
ВСТРЕЧНО-ШТЫРЕВЫХ 
МИКРОЭЛЕКТРОДОВ
В статье рассмотрена проточная электрохимическая ячейка с планарны-
ми встречно-штыревыми микроэлектродами, предназначенная для импе-
дансных исследований жидких веществ. Для оценки влияния высоты ячейки  
и геометрических параметров встречно-штыревых микроэлектродов на им-
педанс ячейки предложен аналитический подход, в котором используется 
несколько уровней моделирования электрохимических процессов в ячейке. 
Вначале в структуре ячейки выделяется элементарная двумерная подобласть, 
для которой определяется распределение потенциала путем решения диф-
ференциального уравнения электропроводности. Используя полученное рас-
пределение потенциала, определяются линейные параметры элементарной 
подобласти, ее линейное сопротивления и линейная емкость, на основе ко-
торых находятся сопротивление и емкость системы встречно-штыревых ми-
кроэлектродов. Импеданс электрохимической ячейки с встречно-штыревыми 
микроэлектродами определяется с помощью ее эквивалентной электриче-
ской схемы, которая включает сопротивление и емкость системы встреч-
но-штыревых микроэлектродов, емкость двойного электрического слоя  
на поверхности каждого микроэлектрода и сопротивление выводов встреч-
но-штыревых микроэлектродов. Используя выражение для импеданса элек-
трохимической ячейки, определяются ее диаграммы Найквиста и Боде для 
различных значений высоты ячейки и геометрических параметров системы 
встречно-штыревых микроэлектродов (ширины штырей и расстояния между 
ними). Представленный аналитический подход может найти применение при 
анализе процессов в проточной электрохимической ячейке с встречно-шты-
ревыми микроэлектродами, ее проектировании и разработке методического 
обеспечения для импедансных исследований жидких веществ с ее помощью. 

Ключевые слова: электрохимическая ячейка, система встречно-штыревых 
микроэлектродов, импеданс, эквивалентная электрическая схема, диаграмма 
Найквиста, диаграмма Боде, модуль импеданса, аргумент импеданса.

1. Введение. Оперативным и практичным мето-
дом определения и исследования свойств жидких 
веществ является импедансная спектроскопия, ко-
торая базируется на изучении частотной зависи-
мости комплексного сопротивления (импеданса) 
электрохимической ячейки с исследуемым веще-
ством. Данный метод характеризуется высокой на-
дежностью и простотой применения, что позволяет 
использовать его в различных областях, таких как 
химия, биология, медицина [1]. 

Основным преимуществом методов импеданс-
ной спектроскопии является возможность иссле-
довать небольшие объемы вещества без их разру-
шения, что позволяет применять данные методы  
в микроаналитической технике, в интегрирован-
ных аналитических системах «lab-on-a-chip» и при 

исследовании биологических субстанций вплоть  
до клеточного уровня.

Электрохимическая ячейка (ЭХЯ), используемая 
для измерения импеданса жидких веществ, пред-
ставляет собой систему электродов (чаще всего 
двух электродов), расположенную в герметичном 
сосуде. В указанный сосуд помещают (стационар-
ный режим измерения) или через него пропускают 
(проточный режим измерения) некоторый объем 
жидкости. Измеряемый импеданс электрохимиче-
ской ячейки зависит как от свойств исследуемого 
вещества (удельная электрическая проводимость, 
диэлектрическая проницаемость), так и от кон-
струкции самой ячейки и системы электродов. Для 
учета конструктивных параметров электрохимиче-
ской ячейки используется параметр «постоянная 
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ячейка», с помощью которого интегрально учитыва-
ются ее размеры, форма и геометрические размеры 
электродов, а также их расположение. Используя 
этот параметр и измеренное значение импеданса, 
можно определить электрофизические характери-
стики исследуемого вещества: диэлектрическую 
проницаемость и удельную электрическую прово-
димость.

В настоящее время для измерения электрохи-
мического импеданса жидких веществ небольшого 
объема используются системы микроэлектродов 
различной конструкции [2]. Микроэлектроды могут 
быть использованы в ячейках небольших размеров, 
в миниатюрных ячейках, полученных по микро-
системной технологии, а также непосредственно  
в каналах и микроканалах при проточном режиме 
измерения. Среди данных систем наиболее ши-
рокое применение получили системы планарных 
встречно-штыревых микроэлектродов (ВШМЭ) 
(рис. 1) благодаря простоте конструкции и техноло-
гии изготовления, а также возможности измерения 
импеданса в широком диапазоне значений. Однако 
из-за планарного расположения встречно-штыре-
вых микроэлектродов электрическое поле в систе-
ме микроэлектродов является неоднородным. Это 
затрудняет анализ процессов в системах данных 
микроэлектродов  и определение их параметров,  
в частности постоянной ячейки. 

К настоящему времени выполнен ряд работ, ко-
торые посвящены  моделированию и анализу на его 
основе процессов в системе ВШМЭ и определению 
параметров ячеек с данными микроэлектродами 
[3–18]. В указанных работах для моделирования 
процессов собственно в системе ВШМЭ использу-
ются численные методы (в основном метод конеч-
ных элементов) и аналитические методы на осно-
ве конформных отображений. Для моделирования 
процессов в электрохимической ячейке с системой 
ВШМЭ используются эквивалентные электриче-
ские схемы, элементы которых включают как элек-
трические параметры системы микроэлектродов, 
так и электрические параметры среды (сопротив-
ление электролита, емкость ячейки, сопротивление  
и емкость двойного электрического слоя на грани-
цах электрод-электролит).   

В [3] представлено аналитическое выражение 
для постоянной электрохимической сенсорной 

ячейки с системой планарных ВШМЭ. Выражение 
получено при использовании метода конформных 
отображений. В работе [4] проведена оптимизация 
планарной системы ВШМЭ для измерения импе-
данса очень низких концентраций электролита. Для 
этого использованы метод конформного отображе-
ния и электрическая эквивалентная схема ячейки. 
В [5] приведены теоретические выражения, описы-
вающие электрохимическую ячейку, содержащую 
высокорезистивные неводные промышленные жид-
кости. Приближенные уравнения для электроста-
тического потенциала и емкости системы встреч-
но-штыревых электродов получены в работе [6]. 
В работах [7, 8] представлены аналитические вы-
ражения для емкости между двумя  электродами 
встречно-штыревого емкостного датчика на основе 
конформных методов отображения. В работе [9] для 
описания процессов, происходящих в электрохими-
ческой ячейке с планарными ВШМЭ, используется 
ее эквивалентная электрическая схема. Она состоит 
из двух параллельных ветвей, одна из которых со-
держит последовательно соединенные два конден-
сатора и резистор. Емкость каждого конденсатора 
эквивалентна емкости двойного электрического 
слоя на соответствующем электроде, а сопротив-
ление резистора — сопротивлению электролита 
в ячейке. Вторая ветвь эквивалентной схемы со-
держит конденсатор с емкостью, равной емкости 
ячейки. В работах [10, 11] авторы, применяя моде-
лирование методом конечных элементов и эквива-
лентную электрическую схему ячейки с ВШМЭ, 
оптимизировали датчик для биоимпедансной спек-
троскопии. В [12] при использовании эквивалент-
ной электрической модели для системы ВШМЭ  
и программное обеспечение CoventorWare опти-
мизирована геометрическая структура ВШМЭ, что 
позволило расширить диапазон частот измерения  
за счет уменьшения эффекта поляризации. В [13] 
разработан метод моделирования импедансных 
систем биосенсоров с использованием программ-
ного обеспечения COMSOL Multiphysics. Точная 
модель для импеданса системы из встречно-штыре-
вых микроэлектродов на тонкопленочном твердом 
электролите и ее численное решение (COMSOL 
Multiphysics) предложены в [14]. В работе [15] по-
лучены аналитические выражения на основе кон-
формных отображений, которые были исполь-
зованы для определения емкости многослойных 
структур с ВШМЭ с дополнительным параллельным 
непрерывным электродом. Метод конформного 
преобразования и метод рекурсивных изображений 
были применены в [16] для нахождения распреде-
ления потенциала и электрического поля, а также 
емкости между ВШМЭ в многослойных диэлектри-
ческих структурах. В работе [17] моделирование 
импеданса методом конечных элементов (COMSOL 
Multiphysics) использовалось для установления свя-
зи между характеристиками и физическими раз-
мерами встречно-штыревых электродов. Данные 
проведенного моделирования сравниваются с ре-
зультатами экспериментальных исследований. Ре-
зультаты сравнения представлены в [18].

Анализ рассмотренных работ показывает, что 
для определения более точного значения электри-
ческого импеданса электрохимической ячейки  
с ВШМЭ и оптимизации структуры ВШМЭ необхо-
димо знать распределение потенциала и плотности 
тока в системе микроэлектродов. Однако до настоя-
щего времени электрофизические процессы в элек-
трохимических ячейках с ВШМЭ рассматривались 

Рис. 1. Система встречно-штыревых микроэлектродов 
и ее единичные область и подобласть: (а) вид системы 

микроэлектродов; (б) сечение единичной области; 
(в) сечение единичной подобласти; 1 — подложка; 

2, 3 — штыри микроэлектродов; 
4 — верхняя стенка микроканала
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упрощенно, без детального учета геометрических 
параметров микроэлектродов и размеров ячейки,  
в первую очередь ее высоты.      

Существует несколько подходов, позволяющих 
решить эту задачу, но наиболее удобным и простым 
является способ, рассмотренный в [11]. В основе 
данного способа лежит численное моделирование  
и использование эквивалентной электрической схе-
мы ячейки. Численное моделирование имеет ряд 
недостатков. При изменении исходных параметров 
объекта моделирования необходимо переопреде-
лять параметры численного моделирования. Рас-
считанные данные требуют специальных подходов 
для их обработки и при дальнейшем использовании. 
Точность и время расчетов определяются вычисли-
тельной мощностью используемого компьютера. 
Альтернативным подходом к изучению импеданса 
электрохимической ячейки с ВШМЭ является ана-
литическое моделирование, которое из-за особен-
ностей ВШМЭ не получило широкого распростра-
нения. 

Цель данной статьи — разработка аналитиче-
ского подхода для исследования влияния геоме-
трических параметров электрохимической ячейки 
и системы ВШМЭ на измеряемый с их помощью 
импеданс электрохимической ячейки с анализируе-
мым веществом (этиловый спирт). 

2. Аналитический подход для исследования им-
педанса электрохимической ячейки с ВШМЭ. Для 
аналитического исследования влияния геометриче-
ских параметров ВШМЭ на измеряемый с их по-
мощью импеданс электрохимической ячейки пред-
лагается подход, состоящий из следующих этапов:

1. Выделение области моделирования в системе 
встречно-штыревых микроэлектродов. Электрохи-
мическая ячейка с планарными встречно-штыревы-
ми электродами имеет следующие особенности:

—  трансляционная симметрия вдоль координа-
ты x; 

—  площадь области, занятой штырями микро-
электродов (область S

2
, рис. 1а) значительно больше 

площади областей контактов штырей к основным 
пленочным проводникам (области S

1
 и S

3
, рис. 1а). 

Это является основанием считать, что основные 
электрохимические процессы в электролите будут 
проходить над областью S

2
. Учет данных особен-

ностей позволяет упростить задачу нахождения 
импеданса ЭХЯ с ВШМЭ. Достаточно рассмотреть 
процессы в двумерной элементарной подобласти 
(плоскость xy, рис. 1в), которая в дальнейшем будет 
рассматриваться как область моделирования.

2.  Определение распределения потенциала  
и плотности тока в области моделирования. В вы-
деленной области моделирования (рис. 1в) мож-
но выделить три прямоугольные двумерные зоны  
в зависимости от вида граничных условий (две зоны 
с электродами и одна зона без электродов, распо-
ложенная между ними). Распределение потенциала  
в каждой зоне при постоянном электрическом 
поле определяется следующим дифференциальным 
уравнением и граничными условиями второго рода  
на границах между зонами и границах с электро-
дами 

	  ;                      (1)

	  ,                        (2)

где φ
j
 — потенциал в зоне j; x

j
 и y

j
 — координаты 

зоны j; 
j
 — проводимость в зоне j; 
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 — нормаль  
к границе зоны; j(j,s) — плотность тока на границе 
зон j и s. 

В соответствии с [19] решение дифференциаль-
ного уравнения (1) с граничными условиями (2) для 
каждой зоны  имеет следующий вид
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	  	 (3)

где l
j
 и b

j 
 — длина и ширина зоны j соответственно; 

k и m  — индексы суммирования по координатам  x
j 

и y
j
 соответственно; s, t, u и v — индексы зон, рас-

положенных справа, сверху, слева и снизу от зоны 
j соответственно; 
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 — весовые 
коэффициенты, определяющие плотность тока  
на границах между зонами и границах с электро-
дами.

Неизвестные значения весовых коэффициентов 
определяются из рассмотрения граничных условий 
сопряжения на границах зон. При этом формирует-
ся система линейных уравнений, решение которой 
позволяет определить их значение [19].

3. Определение линейного сопротивления элек-
тролита между участками ВШМЭ и общего сопро-

тивления электрохимической ячейки. Линейное со-
противление электролита между участками ВШМЭ 
в элементарной подобласти (рис. 1в) равно

	  ,                     (4)

где R
f
 — линейное сопротивление исследуемого 

вещества между электродами в элементарной под- 
области; φ

el1
 и φ

el2
 — потенциалы электродов 1  

и 2 соответственно; j(1,v) — плотность тока на элект- 
роде 1.

Общее сопротивление электролита между 
ВШМЭ в электрохимической ячейке на постоянном 
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токе вычисляется, используя следующее прибли-
женное выражение

	  ,                      (5)

где R
e
 — сопротивление электролита между ВШМЭ; 

N — количество штырей в каждом микроэлектроде; 
L — длина штырей.

4. Определение постоянной электрохимической 
ячейки с ВШМЭ. Постоянная электрохимической 
ячейки с ВШМЭ связывает между собой основные 
электрофизические характеристики данной си-
стемы микроэлектродов, такие как сопротивление  
и емкость между микроэлектродами с проводимо-
стью и диэлектрической проницаемостью электро-
лита соответственно

	
 ;                          (6)

	  ,                          (7)

где K
s
 — постоянная системы ВШМЭ в электро-

химической ячейке; 
e
 — проводимость исследуе-

мого вещества; C
e
 – электрическая емкость между 

втречно-штыревыми микроэлектродами; 
0
 — элек-

трическая постоянная; 
r
 — относительная диэлек-

трическая проницаемость исследуемого вещества.
Постоянную систему ВШМЭ определяем с по-

мощью выражения (6), используя рассчитанное зна-
чение известных общего сопротивления электрохи-
мической ячейки на постоянном токе и принятое 
при расчетах значение проводимости исследуемого 
вещества

K
s
 = 

e
 R

e
.                        (8)

5. Определение электрической емкости электро-
химической ячейки. Емкость электрохимической 
ячейки определяется, используя (7) при заданном 
значении относительной диэлектрической проница-
емости исследуемого вещества.

6. Формирование эквивалентной электрической 
схемы электрохимической ячейки с ВШМЭ. Данная 
схема (рис. 2) включает сопротивление и емкость 
системы встречно-штыревых микроэлектродов (со-
ответственно R

e
 и C

e
), определенные в пунктах 3  

и 5, а также емкости двойных электрических слоев 
на границах электродов с исследуемым веществом, 
C

d1
 и сопротивления самих металлических электро-

дов  
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leR  . 

Емкость двойного электрического слоя опреде-
ляется исходя из выбранного значения удельной 
емкости этого слоя и геометрических размеров 
электрода

	  ,                   (9)

где b — ширина штырей микроэлектродов; C
0
 —

удельная емкость двойного электрического слоя,  
на границе исследуемое вещество — электрод.

Сопротивление каждого электрода зависит  
от удельной проводимости материала электрода, 
геометрии штырей в электроде и их количества.

	  ,                   (10)

где 
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leR   — сопротивление участка микроэлектрода, 
объединяющего все штыри; a — расстояние между 
штырями микроэлектродов; 

e1
 — удельная прово-

димость материала микроэлектродов; d
e1
  — толщи-

на микроэлектродов.   
7.  Определение импеданса электрохимической 

ячейки с ВШМЭ. Импеданс электрохимической 
ячейки с ВШМЭ определяют, используя ее эквива-
лентную электрическую схему (рис. 3). Он равен

	  ,                (11)

где Z — импеданс электрохимической ячейки  
с ВШМЭ; Z — импеданс ветви C

d1
–R

e
–C

d1
; ω — 

частота. 
Импеданс Z равен

	  .                  (12)

Данный подход позволяет аналитически иссле-
довать влияние системы планарных ВШМЭ на им-
педанс электрохимической ячейки.

3. Результаты моделирования и их обсуждение. 
На основе представленного подхода проведено мо-
делирование влияния размеров планарных ВШМЭ  
и высоты микроканала на импеданс проточной 
измерительной электрохимической ячейки. При 
моделировании были использованы следующие 
параметры электрохимической ячейки с планар-
ными ВШМЭ. Высота микроканала с электролитом  
в ячейке изменялась от 0,5 мм до 5 мм. Длина шты-
рей равна 1 мм. Ширина штырей электродов и рас-
стояние между ними изменялись в пределах от 50 
до 200 мкм. Материал микроэлектродов — платина 
(проводимость 9,66∙106 См/м). Толщина микроэле-
тродов — 0,5 мкм. Количество штырей в каждом 
электроде — 25. Удельная емкость двойного элек-
трического слоя на границе исследуемое вещество-
электрод равна 10 мФ/см2. Исследуемое вещест- 
во — этиловый спирт: удельная проводимость —  
0,17∙10–8 См/м; относительная диэлектрическая 
проницаемость — 37. Температура этилового спир-
та была принята равной 25 °С.

На рис. 3 представлены диаграммы Найквиста 
для электрохимической ячейки с ВШМЭ, имеющи-
ми разное расстояние между штырями. Диаграммы 
Боде (частотные зависимости модуля и аргумента 
импеданса) для указанной электрохимической ячей-
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Рис. 2. Эквивалентная 
электрическая схема 

электрохимической ячейки 
с ВШМЭ
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ки с ВШМЭ приведены на рис. 4. Из анализа диа-
грамм Найквиста следует, что при увеличении рас-
стояния между штырями ВШМЭ реальная и мнимая 
части импеданса ячейки увеличиваются. Для ча-
стотной зависимости модуля импеданса электрохи-
мической ячейки характерны три участка (рис. 4а). 
На низких частотах (примерно до 1∙103 Гц) модуль 
импеданса имеет высокое значение и слабо зависит 
от частоты, при этом наблюдается его сильная за-
висимость от расстояния между штырями ВШМЭ. 
С увеличением расстояния между штырями мо-
дуль импеданса увеличивается. В диапазоне частот 
примерно от 1∙103 Гц до 1∙106 Гц имеется переход-
ной участок, на котором происходит значительное 
уменьшение модуля импеданса. На высоких часто-
тах (от 1∙106  Гц до 1∙109 Гц) модуль импеданса имеет 
низкое значение и, так же как на первом участке, 
слабо зависит от частоты. 

Частотная зависимость аргумента импеданса 
электрохимической ячейки с ВШМЭ имеет слож-
ный характер (рис. 4б). На двух частотных ди-
апазонах (от 0 до примерно 12 Гц и от 2∙106  Гц  
до 1∙109 Гц) наблюдается зависимость аргумента 
импеданса от расстояния между электродами. Раз-

ница между аргументами импеданса при минималь-
ном (50 мкм) и максимальном (200 мкм) расстоянии 
между электродами ВШМЭ имеет максимальное 
значение на первом частотном диапазоне при 0 Гц 
и на втором частотном диапазоне при 1∙109 Гц, где 
она не превышает 17,5 °. В частотном диапазоне  
от 12 Гц до 2∙106 Гц аргумент импеданса электро-
химической ячейки практически не зависит от рас-
стояния между штырями микроэлектродов и изме-
няется от 0 до –90 °. 

На рис. 5 представлены диаграммы Найквиста 
для электрохимической ячейки с ВШМЭ, имеющи-
ми разную ширину штырей. На рис. 6 приведены 
диаграмы Боде для указанной электрохимической 
ячейки.  Из анализа диаграмм Боде следует, что  
с увеличением ширины штырей ВШМЭ реальная  
и мнимая части импеданса электрохимической 
ячейки уменьшаются. Модуль импеданса электро-
химической ячейки (рис. 6а) в низкочастотном диа-
пазоне (0…1∙103 Гц) не зависит от частоты и с увели-
чением ширины штырей уменьшается. В диапазоне 
от 1∙103 Гц до 1∙105 Гц модуля импеданса электрохи-
мической ячейки значительно уменьшается, и далее 
он слабо изменяется с ростом частоты до 1∙109 Гц. 

Рис. 3. Диаграммы Найквиста 
электрохимической ячейки 
с ВШМЭ, имеющими разное 
расстояние между штырями: 

dm — 2 мм; 
a — варьируемые значения 
(1 — 50 мкм; 2 — 100 мкм; 
3 — 150 мкм; 4 — 200 мкм); 

b — 100 мкм 

                      а)			              б)

Рис. 4. Диаграммы Боде (модуль (а) и аргумент (б) 
импеданса) электрохимической ячейки с ВШМЭ, 

имеющими разное расстояние между штырями: dm — 2 мм; 
a — варьируемые значения (1 — 50 мкм; 2 — 100 мкм; 

3 — 150 мкм; 4 — 200 мкм); b — 100 мкм

Рис. 5. Диаграммы Найквиста 
электрохимической ячейки 

с ВШМЭ, имеющими разную 
ширину штырей: 

dm — 2 мм; a — 100 мкм; 
b — варьируемые значения 
(1 — 50 мкм; 2 — 100 мкм; 
3 — 150 мкм; 4 — 200 мкм)

                       а)	                                       б)

Рис. 6. Диаграммы Боде (модуль (а) и аргумент (б) 
импеданса) электрохимической ячейки с ВШМЭ, 
имеющими разную ширину штырей: dm — 2 мм; 

a — 100 мкм; b — варьируемые значения (1 — 50 мкм; 
2 — 100 мкм; 3 — 150 мкм; 4 — 200 мкм)
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Частотные зависимости аргумента импеданса 
электрохимической ячейки с разной шириной шты-
рей ВШМЭ (рис. 6б) имеют такой же характер, как 
зависимости для  разного расстояния между шты-
рями (рис. 4б). Влияние ширины штырей на зна-
чения аргумента импеданса наблюдается также  
в двух диапазонах частот от 0 до 12 Гц и от 2∙106 Гц  
до 1∙109 Гц. При этом, в отличие от зависимостей 
на рис. 4б, разница между аргументами импедан-
са ячеек для ширины штырей 50 и 200 мкм на ча-
стоте 1∙109 Гц выше и составляет 26,3 °. В диапазо-
не частот от 15 Гц до 2∙106 Гц аргумент импеданса 
электрохимической ячейки практически не зависит 
от расстояния между штырями микроэлектродов  
и изменяется от 0 до –90 °. 

Влияние высоты электрохимической ячейки  
с ВШМЭ на её импедансные характеристики (диа-
граммы Найквиста и Боде) представлено на рис. 7 
и 8. Из анализа диаграммы Найквиста (рис. 7) сле-
дует, что с увеличением высоты электрохимиче-
ской ячейки реальная и мнимая части её импеданса 
уменьшаются. Это связано с уменьшением сопро-
тивления и увеличением емкости между штырями 
микроэлектродов за счет увеличения поперечного 

сечения пути распространения тока между электро-
дами. Модуль импеданса электрохимической ячей-
ки (рис. 8а) с увеличением высоты ячейки умень-
шается. Для каждой высоты ячейки он практически 
постоянен при частотах до 1∙103 Гц. В диапазоне  
от 1∙103 Гц до 2∙106 Гц модуль импеданса значительно 
уменьшается. При частотах выше 2∙106 Гц  наблю-
дается незначительное изменение модуля импедан-
са. Частотные зависимости аргумента импеданса 
электрохимических ячеек с разной высотой микро-
канала (рис. 8б) аналогичны зависимостям аргу-
мента импеданса, представленным на рис. 4б и 6б. 
На низкой частоте (примерно до 15 Гц) аргумент 
импеданса зависит от высоты электрохимической 
ячейки. На участке от 15 Гц до 1∙106 Гц частотные 
зависимости импеданса для ячеек с разной высо-
той практически совпадают. На участке частотной 
зависимости импеданса выше 1∙106 Гц опять наблю-
дается влияние высоты электрохимической ячейки 
с ВШМЭ на аргумент импеданса (частотные зави-
симости расходятся). Расхождение значений ар-
гумента импеданса для изменений высоты ячейки  
от 0,5 мм до 5,0 мм максимально на частоте 1∙109 Гц 
и составляет 11,3 °.   

4. Заключение. В статье предложен подход для 
исследования влияния высоты электрохимиче-
ской ячейки с планарными встречно-штыревыми 
микроэлектродами и геометрических размеров си-
стемы данных микроэлектродов на импедансные 
характеристики ячейки (диаграммы Найквиста  
и Боде). Он позволяет, во-первых, более деталь-
но учитывать влияние геометрических пара-
метров проточной электрохимической ячейки  
и системы встречно-штыревых микроэлектродов  
на импеданс ячейки. Во-вторых, на основе данно-
го подхода можно проводить проектирование про-
точных электрохимических ячеек с встречно-шты-
ревыми микроэлектродами, так как он учитывает 
геометрические параметры ячейки и ее элементов.  
В третьих, данный подход может быть использован 
для разработки методического обеспечения для си-
стем импедансной спектроскопии, использующих 
проточные электрохимические ячейки с встречно-
штыревыми микроэлектродами. В частности, с его 
помощью можно выбрать частотные диапазоны на 
импедансных характеристиках (диаграммы Най-
квиста и Боде), где влияние геометрических па-
раметров ячейки и микроэлектродов минимально,  
и исследование импеданса позволяет получить бо-
лее достоверную информацию об электрофизиче-
ских характеристиках вещества.
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IMPEDANCE OF A FLOW-THROUGH
MEASURING ELECTROCHEMICAL
CELL WITH A SYSTEM 
OF PLANAR 
INTERDIGITATED MICROELECTRODES
The article considers a flow-through electrochemical cell with planar interdigitated 
microelectrodes intended for impedance studies of liquids. To assess the influence 
of the cell height and geometric parameters of the interdigitated microelectrodes 
on the cell impedance, an analytical approach is proposed that uses several levels of 
modeling electrochemical processes in the cell. At first, an elementary two-dimensional 
subdomain is distinguished in the cell structure, for which the potential distribution is 
determined by solving the differential equation of electrical conductivity. Using the 
obtained potential distribution, the linear parameters of the elementary subdomain, 
its linear resistance and linear capacitance are determined, on the basis of which the 
resistance and capacitance of the interdigitated microelectrode system are found. 
The impedance of an electrochemical cell with interdigitated microelectrodes is 
determined using its equivalent electrical circuit, which includes the resistance and 
capacitance of the interdigitated microelectrode system, the capacitance of the 
double electric layer on the surface of each microelectrode, and the resistances of 
the interdigitated microelectrode leads. Using the expression for the impedance 
of the electrochemical cell, its Nyquist and Bode diagrams are determined for 
different values of the cell height and geometric parameters of the interdigitated 
microelectrode system. The presented approach can be used to analyze processes 
in a flow-through electrochemical cell with interdigitated microelectrodes, its 
design, and the development of methodological support for impedance studies of 
liquid substances with help of it.

Keywords: electrochemical cell, interdigitated microelectrode system, impedance, 
equivalent electrical circuit, Nyquist diagram, Bode diagram, impedance modulus, 
impedance argument.
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ОБЗОР ФАКТОРОВ, 
ВОЗДЕЙСТВУЮЩИХ 
НА ОПТОВОЛОКОННЫЕ 
ЛИНИИ СВЯЗИ ПРИ ГРОЗОВЫХ 
РАЗРЯДАХ, И МОДЕЛИРОВАНИЕ 
ЛАБОРАТОРНЫХ УСТАНОВОК, 
ПРЕДНАЗНАЧЕННЫХ ДЛЯ ИЗУЧЕНИЯ
ВЛИЯНИЯ МАГНИТНОГО ПОЛЯ 
НА ПАРАМЕТРЫ ОПТОВОЛОКНА
В статье дается обзор известных эффектов, оказывающих влияние на пере-
дачу информации по оптоволокну и возникающих в результате грозовых 
разрядов: электрооптический эффект Керра, эффект Фарадея, влияние ио-
низирующих излучений. Указывается на то, что имеются предварительные 
эмпирические данные, согласно которым магнитное поле изменяет такой па-
раметр оптоволокна, как затухание. С целью проверки указанных предвари-
тельных эмпирических данных планируются дальнейшие экспериментальные 
исследования предполагаемого влияния магнитного поля на затухание, для 
чего требуется построить лабораторную установку. Сравнению различных ва-
риантов лабораторных установок и предварительному выбору параметра для 
сравнения также посвящена настоящая статья. В результате моделирования 
двух вариантов лабораторной установки и сравнения их по принятому пара-
метру выбран один из двух вариантов установки.

Ключевые слова: моделирование, оптоволокно, эффект Фарадея, эффект 
Керра, магнитное поле, затухание сигнала.

Обзор состояния вопроса. В литературе часто от-
мечается, что одним из преимуществ волоконно-оп-
тических технологий является нечувствительность 
компонентов к электромагнитным помехам [1, p. 58; 
2, с. 10]. В работе [3, с. 68] называется «заблуждени-
ем» утверждение о том, что «полностью диэлектри-
ческие оптические кабели не подвержены воздей-
ствию внешних электромагнитных полей». Следует 
уточнить, что указанная нечувствительность — это 
вопрос, с одной стороны, амплитуды влияющих ве-
личин, а с другой — специфики эксплуатируемого 
оборудования. 

В работе [3] и других работах этого же исследо-
вателя рассматривается ряд физических эффектов, 
возникающих под действием грозового разряда,  
а также электрического поля линии электропереда-
чи. Считают, что воздействию грозовых разрядов  
в особенности подвержены оптические кабели, 
«расположенные в горах или вблизи молниеотво-
дов и высотных сооружений. В некоторых случаях 

вблизи заряженных облаков могут оказаться и лета-
тельные аппараты. Хотя длина оптических кабелей 
внутри аппарата небольшая, но амплитуда воздей-
ствия вследствие близости к источнику может быть 
велика» [4, с. 104].

Эффект Керра (электрооптический), согласно 
работе [3, с. 69], дает поворот плоскости поляриза-
ции на угол

φ = 2πKE2L,                        (1)

где φ — угол поворота плоскости поляризации;  
K = 0,402 × 10–13, м/В2 — постоянная Керра; E — 
величина поперечного внешнего поля; L — длина 
пути, проходимого светом под воздействием поля.

Следует, однако, отметить, что максимально 
возможный угол поворота плоскости поляриза-
ции достигается тогда, когда плоскость поляриза-
ции падающего излучения расположена под углом  
45 градусов к направлению внешнего электрическо-
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го поля [5]. Иными словами, значение угла поворота 
плоскости поляризации будет меньше значения, вы-
численного по формуле (1), или равно ему. Если на-
правление поляризации совпадает с направлением 
внешнего электрического поля или перпендикуляр-
но ему, тогда не происходит разложения падающей 
волны на два компонента (на быструю и медленную 
волны), и вращения вектора поляризации не про-
исходит.

Для справки приводим данные (табл. 1), взятые 
из работы [3, с. 69]. Эти данные являются количе-
ственной оценкой влияния эффекта Керра, возни-
кающего при грозовых разрядах, на полностью ди-
электрические оптические кабели «при различных 
значениях удельного сопротивления грунта ρ, плот-
ности ударов молнии в грозовой день q = 0,1 удара 
на кв. км, длине трассы L = 100 км и числа дней  
с грозой N = 25» [3, с. 69].

Эффект Фарадея (магнитооптический) в работе 
[3, с. 70] описывается следующими формулами:

Ψ = VLB,  

B = μμ
0
H,                         (2)

						    
где Ψ — угол поворота плоскости поляризации; V —
постоянная Верде; L — длина пути света вдоль (кур-
сив наш. — В. М., В. О.) магнитных силовых линий; 
B — магнитная индукция в среде распространения; 
μ

0
 — магнитная проницаемость вакуума; μ — от-

носительная магнитная проницаемость вещества;  
Н — напряженность магнитного поля.

В работе [6] дается формула эффекта Фарадея 
для произвольного угла между направлением опти-
ческого излучения и направлением внешнего поля:

φ = V  ∙ H  ∙ L  ∙ cosγ,                   (3)

где φ — угол поворота плоскости поляризации; V —
постоянная Верде; H — напряженность магнитного 
поля; L — длина волоконного световода в магнит-
ном поле; γ  — угол между направлением магнитно-
го поля и оптическим излучением.

Ионизирующее излучение (гамма- или рентге-
новское излучение) тоже возникает в процессе гро-
зового разряда [4, с. 103,104; 7, с. 135–137]. 

Различают три класса макроскопических эффек-
тов, возникающих в оптических волокнах на основе 
диоксида кремния под действием ионизирующего 
излучения [8]:

1)  радиационно-индуцированная эмиссия  
(РИЭ) — соответствует излучению света внутри об-

разцов, находящихся под облучением. Известна как 
излучение Черенкова–Вавилова [9, с. 850–851];

2)  радиационно-индуцированное затухание 
(РИЗ) — соответствует увеличению линейного за-
тухания стекла за счет увеличения линейного по-
глощения из-за радиационных дефектов;

3)  уплотнение — влечет увеличение показателя 
преломления.

Понятно, что радиационно-индуцированная 
эмиссия превращается в источник помех на том 
участке оптоволокна, на котором направление 
фронта излучения Черенкова–Вавилова соответ-
ствует диапазону углов полного внутреннего отра-
жения.

О локализации во времени известно следующее 
[8]. Во время импульса облучения конкурируют два 
механизма: явление сильного РИЗ и явление силь-
ной РИЭ при том, что последняя преобладает. По-
сле окончания импульса облучения преобладает 
РИЗ. Коэффициент пропускания волокна частич-
но восстанавливается во время и после облучения  
за счет термического отбеливания радиационных 
точечных дефектов при комнатной температуре.  
На более длительных временах после облучения 
вклад в РИЗ вносят только точечные дефекты, 
устойчивые при температуре эксперимента.

Механизм увеличения затухания. При воздей-
ствии излучения образуются дефекты кристалличе-
ской решетки, на которых появляются электроны 
проводимости и дырки, которые, в свою очередь, 
комбинируясь с вакансиями, «создают центры 
окраски, поглощающие свет в некоторых частях 
спектра, что и приводит к дополнительному затуха-
нию» [3, с. 71]. «При облучении вещества фотонами  
с энергией менее 1 МэВ возникающие дефекты 
относительно незначительны и могут иметь тен-
денцию к восстановлению исходного состояния.  
В некоторых случаях при наличии примесей и де-
фектов и при относительно малых энергиях фото-
нов могут возникать более сложные не восстанав-
ливающиеся повреждения структуры, которые 
приводят к появлению уровней в запрещенной 
зоне. При более высоких энергиях нарушения бу-
дут носить необратимый характер» [7, с. 137].

В самом процессе релаксации после облучения 
выделяют [10] два этапа: быстротечный и медлен-
ный. Быстротечный этап характеризуется зна-
чением постоянной времени порядка 1,75 мин.,  
а на медленном этапе — порядка 6000 мин. «Но 
иногда процесс восстановления занимает время, 
длящееся годами» [11, с. 200].

Изменение показателя преломления связывают  
с изменением плотности материала при помощи 
формулы Лоренца–Лоренца, а также приводят 
график, показывающий изменение показателя пре-
ломления объемного образца аморфного диоксида 
кремния в зависимости от величины потока бы-
стрых нейтронов [8, p. 2017]. В работе [7, с. 137] 
сообщается, что при «очень больших энергиях 
γ-квантов (порядка десятков и сотен МэВ)», как  
и в случае нейтронных потоков, возможно измене-
ние плотности стекла.

Новые эмпирические данные. Выше было ска-
зано, что одним из известных макроскопических 
эффектов, связанных с ионизирующим излучени-
ем, является изменение затухания. Вместе с тем 
имеются неподтвержденные эмпирические данные, 
говорящие о том, что затухание света в оптоволок-
не изменяется таже под воздействием магнитного  
поля. 

Таблица 1

Число случаев превышения величины φ
0 
 за грозовой сезон 

при q = 0,1; L = 100 км; N = 25 и различных значениях 
удельного сопротивления земли

ρ, Ом·м
φ

0
, град.

5 10 30 45 90 180

100 0,37 0,29 0,20 0,18 0,14 0,11

200 0,58 0,46 0,32 0,28 0,22 0,18

400 0,92 0,73 0,51 0,44 0,35 0,28

1000 1,7 1,35 0,94 0,82 0,65 0,52

2000 2,7 2,15 1,49 1,3 1,03 0,82

5000 4,97 3,96 2,74 2,4 1,9 1,51
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Целью настоящей работы является выбор лабо-
раторной установки, которая будет использована 
для последующей проверки указанных эмпириче-
ских данных.

Проверяемая гипотеза и варианты лаборатор-
ных установок для ее проверки. В рамках настоя-
щей работы выдвинута гипотеза о том, что предпола-
гаемое изменение затухания связано с обратимыми 
изменениями параметров оптического волокна  
в присутствии магнитного поля, например, по типу 
магнитооптического эффекта Фарадея, описанного 
в работе [6]. Из формулы (3) видно, что величина 
эффекта зависит, в частности, от длины световода 
и от угла между направлением поля и направлением 
светового луча. Предполагаем, что указанный эф-
фект увеличения затухания, вызванного магнитным 
полем, по аналогии с формулой (3) также будет за-
висеть и от длины световода, и от угла между на-
правлением поля и направлением светового луча.

Суть планируемых лабораторных исследований 
состоит в том, чтобы поместить оптоволокно в маг-
нитное поле и выполнить ряд оптических (в частно-
сти — рефлектометрических) измерений. 

Возможны различные варианты лабораторных 
установок. 

Одним из вариантов может быть относительно 
короткий прямой световод (небольшое значение L) 
в магнитном поле при относительно малых углах γ. 
При этом конструктивно световод располагается  
по оси соленоида, и, следовательно, можно принять 
cos γ = 1.

Другим вариантом установки является длин-
ное оптоволокно, смотанное в бухту (относительно 
большое значение L), расположенную вблизи рамки 
с током. На рамку намотан 1 виток. Угол γ будет из-
меняться от 0 до 2π в различных элементах объема 
бухты. Таким образом, наряду с увеличением дли-
ны L, что хорошо для обнаружения эффекта, будет 
происходить компенсация за счет суммы положи-
тельных и отрицательных косинусов, что плохо для 
обнаружения эффекта. 

Отметим, что второй вариант лабораторной 
установки, где оптоволокно намотано на катушку, 
рассматривается в настоящей работе не потому, что 
оптоволокно будет эксплуатироваться в таком виде, 
но для того, чтобы в лабораторных условиях было 
легче выявить предполагаемый эффект путем выбо-
ра установки более чувствительной к исследуемому 
фактору. Чувствительность лабораторной установ-
ки будем оценивать с помощью параметра k, кото-
рый рассмотрим далее.

Общая постановка задачи. В настоящей работе 
сравниваются два указанных выше варианта лабо-
раторной установки по интегральному параметру k, 
вычисляемому следующим образом:

 ,                         (4)

 
,                   (5)

где k — интегральный параметр сравнения лабо-
раторных установок; k

i
 — компонент с номером i;  

nel — количество компонентов; 
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 — вектор на-
пряженности магнитного поля, соответствующий 
i-му компоненту; L

i
 — длина оптоволокна, соот-

ветствующая i-му компоненту; γ
i
 — угол между на-

правлением магнитного поля 
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 и направлением 
оптического излучения для компонента с номером 

i; I — ток в проводнике, индуцирующем магнитное 
поле.

Поясним, чем обусловлен выбор структуры фор-
мул (4), (5). Предположим, что исследуемый эффект 
пропорционален величине, умноженной на посто-
янную Верде в формуле (3). Отсюда появился чис-
литель в формуле (5). Ток в знаменателе формулы 
(5) обусловлен желанием отвязать параметр срав-
нения установок от тока, который может быть как 
постоянным, так и импульсным; чтобы при сравне-
нии установок имели значение лишь конструктив-
ные параметры установок: L

i
 и cosγ

i
. Кроме того, 

двум лабораторным установкам, рассматриваемым 
в настоящей работе, соответствуют два различных 
числа компонентов, что будет пояснено ниже.

Анализ размерностей формулы (5) показывает, 
что выбранный нами параметр сравнения является 
безразмерной величиной:

                                                 , 	

где A — ампер; m — метр.
Модель с бухтой включает в себя следующие 

геометрические объекты (рис. 1): 
—  прямоугольную рамку 5, имеющую четыре 

стороны: 1, 2, 3, 4. По ней протекает ток. Стороны 
2 и 4 имеют длину L

1
, а стороны 1 и 3 – длину L

2
;

—  бухта 6 (диэлектрическая катушка, на кото-
рую намотано оптоволокно);

—  декартова система координат 7 с координат-
ными осями X1, X2, X3. Горизонтальная ось X1 и 
вертикальная ось X2 находятся в плоскости черте-
жа, а ось X3 расположена перпендикулярно плоско-
сти чертежа и направлена к читателю. В данной си-
стеме координат задается, в частности, расстояние 
между центром рамки 5 и центром бухты 6: по ко-
ординатам X1, X2 и X3 расстояние соответственно 
равно X1c, X2c и X3c;

—  в цилиндрической системе координат 8: ось 
высоты h совпадает с осью вращения бухты, радиус 
r отсчитывается от оси h, угол alpha отсчитывается 
от направления, совпадающего с направлением оси 
X3 указанной декартовой системы координат;
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Рис. 1. Модель, описывающая геометрию 
и взаимное расположение рамки с током и бухты

 с оптическим волокном



О
М

С
К

И
Й

 Н
А

У
Ч

Н
Ы

Й
 ВЕС

ТН
И

К
 №

 3 (191)   2024
Э

Л
ЕК

ТРО
Н

И
К

А
,  Ф

О
ТО

Н
И

К
А

,  П
РИ

Б
О

РО
С

ТРО
ЕН

И
Е  И

  С
ВЯ

ЗЬ

145

—  величины Db, db, hb — соответственно: внеш-
ний диаметр, внутренний диаметр и высота бухты.

При расчетах весь объем V, занимаемый бух-
той, разбивается на множество из нескольких со-
тен элементов V

i
. Эти элементы объема V

i
. взаимно 

однозначно соответствуют компонентам k
i
 в фор-

мулах (4), (5). Указанное множество элементов объ-
ема образуется путем деления каждой координаты 
цилиндрической системы координат, в которой 
представлена бухта, на заданное число дискретов 
Nd (равных частей). При Nd = 7 получаем 73 = 
=343 объемных элемента. Поскольку шаг деления 
по радиусу не меняется, то объемы элементов, рас-
положенных ближе к оси бухты, будут меньше, чем 
объемы элементов, расположенных дальше от оси.

Принимаются следующие допущения.
1. Модуль и направление вектора магнитной ин-

дукции B (индуцируемого рамкой с током) по всему 
конкретному элементу объема V

i
 принимаются рав-

ными расчетным значениям соответственно модуля 
и направления вектора B в центре элемента объема.

2. Направление оптического излучения по всему 
V

i
 совпадает с направлением оси волокна в центре 

объема и вычисляется как касательная к окружно-
сти, касающейся центра объема V

i
 (в указанной ци-

линдрической системе координат).
3. Длина оптоволокна L

i
, помещающаяся в объем 

V
i
, равна 

 ,                         (6)

где L — длина оптоволокна в бухте.
В расчетах отталкиваемся от формулы Био-

Савара, примененной к прямолинейному проводни-
ку с током. На рис. 2 [12, с. 454] изображены:

—  отрезок MN — прямолинейный проводник, 
по которому протекает ток I. Точки M и N — концы 
проводника;

—  A — произвольная точка пространства, в 
которой рассчитывается вектор магнитной индук- 
ции B;

—  b — расстояние от точки A до прямой, на ко-
торой отложен отрезок MN;

—  φ1, φ2 — углы между прямой, на которой ле-
жит отрезок MN, и прямыми, соединяющими кон-
цы отрезка MN с точкой A.

Магнитную индукцию рассчитывают по следую-
щей формуле [12, с. 454]:

 ,         (7)

где B — магнитная индукция; μ — относительная 
магнитная проницаемость; μ

0
 — магнитная посто-

янная; H — напряженность магнитного поля; b —
расстояние от точки А, в которой рассчитывается 
поле (рис. 2), до прямой, на которой расположен 
проводник NM; φ1, φ2 – углы, образованные ради-
ус-векторами, проведенными в точку А из начала  
и конца проводника.

Полагая, что бухта — есть чистый диэлектрик 
(оптоволокно, являющееся диэлектриком, намотано 
на диэлектрическую катушку), получаем следую-
щую формулу [13, с. 25]:

B = μ0  ∙ H.                         (8)

Применительно к автоматизированным расче-
там и с учетом (8) переписываем формулу (7) следу-
ющим образом:

 ,         (9)

                                           ,			 
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 — вектор магнитной индукции в центре i-го 
элемента объема бухты, индуцируемый током через 
j-ю сторону рамки; φ1

i,j
, φ2

i,j
 — углы, под которыми 

видны концы j-ой стороной рамки из центра i-го 
элемента объема; 
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; A — точка 
центра элемента объема бухты (рис. 3); M — точка 
начала стороны рамки; N — точка конца стороны 
рамки.

С учетом (8) записываем сумму векторов, нуж-
ную для вычисления (5):

 .                     (10)

С учетом (9) и (10) переписываем формулу (5) 
следующим образом:

 .       (11)

Результаты расчета модели с бухтой. Расчет 
выполнен в среде Matlab. К расчету приняты следу-
ющие значения параметров модели:

—  длина оптоволокна в бухте L = 4456 м;
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Рис. 2. К расчету 
магнитной индукции

Рис. 3. К расчету орта 
вектора магнитной 

индукции: отрезок MN — 
одна из четырех сторон 
рамки с током I, точка 
A — центр элемента 

объема бухты
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—  внешний диаметр бухты Db = 0,35 м;
—  внутренний диаметр бухты db = 0,1 м;
—  высота бухты hb = 0,21 м;
—  количество дискретов по каждой цилиндри-

ческой координате Nd = 7;
—  расстояния между центром бухты и центром 

рамки с током по координатам (рис. 1): X1c = 0,01 м,  
X2c = 0,02 м, X3c = 0,15 м;

—  длины сторон рамки с током L1 = L2 = 1 м.
На рис. 4 приведены результаты расчета по 343 

элементам объема бухты. Порядковые номера эле-
ментов начинаются с внутреннего слоя (примыка-
ющего к малому радиусу бухты) и заканчиваются 
внешним слоем (примыкающим к внешнему ради- 
усу бухты). Быстрее всех в циклах расчета пробега-
ет индекс, соответствующий углу α (рис. 1), медлен- 
нее — индекс, соответствующий движению вдоль 
оси бухты, и медленнее всех изменяется индекс, от-
вечающий за радиус. Расчетные значения на графи-
ках обозначены маркерами.

Из нижнего графика на рис. 4 видно, что коси-
нус угла изменяется циклически от –1 до 1. 

Предположим, что интересующий нас эффект 
будет компенсироваться при интегрировании эф-
фекта по элементам, в которых поле сонаправле-
но с направлением излучения (вдоль оси волокна)  
и элементам, где поле противонаправлено. 

Эта предполагаемая компенсация вытекает из 
формул (4), (5). Расчет по формулам (4), (11), (6) дает 
k = 0,2.

Модель с соленоидом. В лабораторной установ-
ке на основе соленоида прямолинейный световод 
располагается внутри соленоида, имеющего длину 
L

S
 (рис. 5). 

В первом приближении полагаем, что во всех 
точках пространства внутри соленоида вектор маг-
нитной индукции одинаков. Согласно [14, с. 268],

 ,                    (12)

где B
0 
— магнитная индукция внутри соленоида;  

L
s 
 — длина соленоида; N — число витков в солено-

иде; I — ток соленоида; ε
0
 — электрическая посто-

янная; c — скорость света в вакууме.
Учтем [15, с. 19], что

 .                        (13)

Тогда из (12), (8) и (13) получаем:

                                                   ,		
	

H  ∙ L
s
 = N  ∙ I,                      (14)

где H — напряженность магнитного поля внутри со-
леноида.

Предполагая, что исследуемый эффект в опто-
волокне происходит в магнитном поле, а оно имеет 
существенное значение внутри соленоида, считаем, 
что длина оптоволокна, на которой наблюдается эф-
фект, равна длине соленоида. То есть 

L
s
 = L.
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Рис. 4. Результаты расчетов по элементам объема бухты: 
компоненты параметра сравнения (а); косинус угла между направлением
 внешнего магнитного поля и направлением оптического излучения (б)

а)

Рис. 5. Элементы лабораторной 
установки на основе соленоида: 

труба из диэлектрика (1), оптоволокно (2), 
электрический провод (3)
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Кроме того, считаем, что на оси соленоида, где 
расположено оптоволокно,

cosγ = 1.
						    

Исходя из того, что вектор напряженности маг-
нитного поля внутри соленоида по всей его длине  
в первом приближении не изменяется, а направле-
ние излучения совпадает с направлением магнит-
ного поля также по всей длине соленоида, считаем, 
что в сумме (4) имеет смысл оставить только одно 
слагаемое k

1
. То есть 

nel = 1, L
1
 = L

s
 = L, HH 1  

N
I
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1cos
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L
N s


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.          15)

С учетом (4), (5), (14), (15) получаем для соле- 
ноида:

 .      (16)

Для однослойного соленоида с шагом намотки, 
равным tmm, мм/виток, при длине соленоида в мил-
лиметрах равной 1000  ∙ L

s
, получаем

 .                     (17)

Результаты расчета модели с соленоидом. За-
даваясь шагом tmm = 2 мм/виток и L

s
 = 3 м, из (17) 

получаем N = 1500, а из (16) получаем k = 1500.
Обсуждение. Несмотря на сравнительно боль-

шую длину оптоволокна в бухте (почти 4,5 км), ком-
пенсация предполагаемого положительного и отри-
цательного эффекта в различных элементах объема 
бухты дает для установки с бухтой k = 0,2, что  
на 4 порядка меньше, чем k = 1500 для установки  
с соленоидом трехметровой длины (внутри которо-
го пролегает оптоволокно).

Отсюда следует ожидать, что в установке с со-
леноидом трехметровой длины и постоянным током 
в 1 А эффект будет на порядок больше, чем в уста-
новке с бухтой и импульсным током амплитудой  
1 кА, проходящим через рамку.

Заключение. В настоящей работе дан обзор фак-
торов, влияющих на прохождение сигнала по опто-
волокну вблизи грозового разряда. Выдвинута ги-
потеза о влиянии магнитного поля на коэффициент 
затухания сигнала в оптоволокне. 

Осуществлено моделирование двух типов ла-
бораторных установок, предназначенных для из-
учения влияния магнитного поля на параметры 
оптоволокна. Также в работе предложен параметр 
для численного сравнения эффективности (или чув-
ствительности) рассмотренных лабораторных уста-
новок. 

Результаты расчетов значений предложенного 
параметра для обеих установок показали, что лабо-
раторная установка с соленоидом, имеющим 1500 
витков, длину 3 м и ток 1 А, предположительно даст 
больший исследуемый эффект, чем установка, вклю-
чающая, во-первых, квадратную рамку с длиной сто-
роны 1 м и импульсным током 1 кА, и, во-вторых, 
бухту с оптоволокном длиной 4456 м. Поэтому приня-
то решение для дальнейших лабораторных исследо-
ваний предполагаемого эффекта выбрать установку  
в виде прямолинейного соленоида, содержащего 
около 1500 витков электрического провода; внутри 
соленоида должен будет проходить коммутацион-
ный оптоволоконный шнур.
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AN OVERVIEW OF THE FACTORS 
AFFECTING FIBER-OPTIC
COMMUNICATION LINES DURING
LIGHTNING DISCHARGES 
AND MODELING OF LABORATORY
INSTALLATIONS DESIGNED 
TO STUDY THE EFFECT OF A MAGNETIC
FIELD ON FIBER PARAMETERS
The article provides an overview of the known effects that influence the transmission 
of information over optical fiber and that arise as a result of lightning discharges: the 
electro-optical Kerr effect, the Faraday effect, the influence of ionizing radiation.  
It is indicated that there is preliminary empirical data according to which the magnetic 
field changes such an optical fiber parameter as attenuation. In order to verify these 
preliminary empirical data, further experimental studies of the supposed influence 
of the magnetic field on attenuation are proposed, for which it is necessary to build 
a laboratory installation. This article is also devoted to a comparison of various 
options for laboratory installations and the preliminary selection of a parameter 
for comparison. As a result of modeling two options for a laboratory installation 
and comparing them according to the accepted parameter, one of two installation 
options is selected.

Keywords: modeling, optical fiber, Faraday effect, Kerr effect, magnetic field, 
signal attenuation.
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ 
ИССЛЕДОВАНИЯ 
КОЛИЧЕСТВЕННОГО СОСТАВА 
ПРОДУКТОВ КОРРОЗИИ 
НА ПОВЕРХНОСТИ 
ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ КОНСТРУКЦИЙ
Железобетонные конструкции играют ключевую роль в современной инфра-
структуре, однако коррозия арматуры представляет серьёзную угрозу их 
долговечности и безопасности. В данном исследовании рассмотрена чувстви-
тельность портативного рентгенфлуоресцентного анализатора к продуктам 
коррозии на поверхности бетона. Эксперимент проводился с использованием 
бетонных образцов, содержащих различное количество гидроксида железа. 
Результаты показали, что рентгенфлуоресцентный анализатор демонстрирует 
высокую точность и надёжность в обнаружении коррозии, что способству-
ет улучшению методов диагностики и обслуживания железобетонных конст- 
рукций.

Ключевые слова: железобетонные конструкции, коррозия арматуры, рент-
генфлуоресцентный анализатор, диагностика, продукты коррозии, долговеч-
ность, инфраструктура.

Введение. Железобетонные конструкции явля-
ются неотъемлемой частью современной инфра-
структуры, обеспечивая прочность и надежность 
многих сооружений от мостов до зданий. Однако 
коррозия арматуры может стать серьезной угрозой 
для их долговечности и безопасности.

Одним из важных методов предотвращения кор-
розии является раннее обнаружение ее признаков. 
В этом контексте портативные приборы, такие как 
рентгенфлуоресцентный анализатор (РФА), стано-
вятся инструментом выбора для быстрой и точной 
оценки состояния бетонных конструкций.

Целью проведенного исследования является 
определение чувствительности портативного РФА 
спектрометра к продуктам коррозии на поверхно-
сти бетона. Для этого была проведена серия экспе-
риментов, в ходе которых использовались образцы 
бетона с известным содержанием продуктов корро-
зии. Этот подход позволил смоделировать условия, 
приближенные к реальным, и оценить способность 
РФА обнаруживать эти продукты. 

Результаты проведенного исследования пред-
ставят новые данные о чувствительности РФА  
к продуктам коррозии в бетоне, что приводит  
к улучшению методов диагностирования состояния 
железобетонных конструкций и повышению эф-
фективности их обслуживания и ремонта. 

Обзор литературы. Количество публикаций  
по проблеме коррозии железобетонных конструк-
ций и использованию портативных приборов, та-
ких как рентгенфлуоресцентный анализатор (РФА), 
ограничен в настоящее время, особенно в россий-
ских источниках. Несмотря на важность этой про-
блемы для безопасности и долговечности инфра-
структуры, недостаток исследований в этой области 
подчеркивает актуальность дальнейших исследова-
ний и разработок.

Среди отечественных работ можно выделить 
следующие. Например, в работе [1], посвященной 
коррозии и антикоррозионной защите железобе-
тонных мостовых конструкций, рассматриваются 
вопросы совершенствования антикоррозионной 
защиты железобетонных мостовых конструкций  
и их элементов. В то время как статья [2], посвящен-
ная индустриальным методам защиты железобетон-
ных конструкций от коррозии, описывает различ-
ные методы защиты железобетонных конструкций  
от коррозии, включая применение водных диспер-
сий полимеров винилового ряда.

Вопросы оценки остаточного ресурса железобе-
тонных балок объекта промышленного назначения 
с учетом коррозионного износа рассмотрены в ра-
боте [3]. Эта статья представляет методику вероят-
ностного расчета долговечности железобетонных 
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балок и ее применение к решению практической 
задачи оценки ресурса железобетонных конструк-
ций с учетом коррозионного износа.

Методика оценки остаточного ресурса в зоне 
коррозии бетона приводится в работе [4]. В этой 
статье приведены анализ и причины разрушений 
бетонных и железобетонных элементов конструк-
ций при карбонизации бетона.

Параметры оценки надежности железобетон-
ных конструкций рассматриваются в работе [5]. 
Эта статья описывает различные методы оценки на-
дежности железобетонных конструкций и их экс-
периментальное подтверждение.

В представленных работах показано место ин-
струментальных исследований для подтверждения 
математических моделей, описывающих процесс 
коррозии, применению таких средств контроля по-
священо наше исследование. Приведенная инфор-
мация об использовании современных технических 
средств контроля подчеркивает важность междуна-
родного научного сотрудничества и обмена знания-
ми в области коррозии железобетона и его обнару-
жения с помощью РФА.

Зарубежные исследования представляют ре-
зультаты экспериментальных исследований и опи-
сание методик по обнаружению и оценке коррозии  
в железобетонных конструкциях. Применение пор-
тативного рентгенфлуоресцентного анализа (РФА) 
для оценки коррозии бетона является перспектив-
ной и активно изучаемой темой в области нераз-
рушающего контроля (НК). Современные методы 
НК, такие как акустическая эмиссия, электрохими-
ческие и ультразвуковые методы, играют важную 
роль в выявлении коррозии на ранних стадиях. РФА 
предоставляет дополнительный уровень точности  
и скорости при определении химического состава 
и концентрации элементов в корродированном бе-
тоне [6].

Другое исследование показало, что портативные 
устройства РФА могут эффективно измерять кон-
центрации хлоридов и сульфатов на поверхности 
бетона. Это особенно важно, так как хлориды явля-
ются одной из главных причин коррозии арматуры 
в железобетоне, а сульфаты могут вызывать раз-
рушительные химические реакции внутри бетона. 
Использование РФА позволяет проводить эти из-
мерения непосредственно на объекте, что снижает 
затраты и ускоряет процесс анализа по сравнению 
с традиционными лабораторными методами. Метод 
также обеспечивает высокую точность при прове-
дении многократных измерений в разных точках 
поверхности бетона, минимизируя ошибки ана- 
лиза [7].

Таким образом, отмеченные исследования игра-
ют важную роль в понимании проблемы коррозии 
железобетонных конструкций и разработке мето-
дов их обнаружения и диагностики. 

Во многих работах, посвященных применению 
средств контроля, важным разделом выступает 
разработка методики проведения исследований.  
В вопросах исследования продуктов коррозии боль-
шое внимание уделяется использованию образцов 
сравнения, имитирующих коррозионное состояние 
реальных объектов. При помощи образцов сравне-
ния можно исследовать такие параметры, как порог 
чувствительности, диапазон измерения концентра-
ции продуктов коррозии, а также воспроизводи-
мость и точность измерений.

Теоретическое обоснование. Для анализа рас-
пространения продуктов коррозии в железобетон-

ных конструкциях применяются математические 
модели, основанные на дифференциальных урав-
нениях, отражающих изменение различных пара-
метров. Эти модели, принимая во внимание хемо-
гигро-термомеханические явления, объединяют 
физические и электрохимические процессы, кото-
рые происходят при разрушении бетона [8–11].

Процесс капиллярного переноса воды в бетоне 
можно описать через объемную долю влаги в его 
порах. Это выражается уравнением:

 ,                   (1)

где θ
w
 — это объемная доля воды в порах бетона 

(объем воды на м3 бетона); D
w
(θ

w
) — капиллярный 

коэффициент диффузии воды (м2/с), зависящий  
от содержания влаги.

Проникновение хлорид-ионов в ненасыщенный 
бетон происходит за счет конвекции, диффузии,  
а также их химического и физического связывания 
с продуктами гидратации цемента [9]. Этот процесс 
можно описать уравнением:

 ,                 (2)

где C
c
 — обозначает концентрацию хлорид-ионов  

в поровой воде (кг/м3 порового раствора),  
D

c
 (θ

w
,T) — эффективный коэффициент диффузии 

хлоридов (м2/с), который зависит от содержания 
воды и температуры бетона Т.

Концентрация связанного хлорида C
cb
 определя-

ется следующим уравнением:

 
,                   (3)

где k
r
 — коэффициент скорости связывания, а α —

постоянная величина, равная 0,7.
Перенос кислорода до депассивации стали в бе-

тоне описывается уравнением конвективной диф-
фузии:

 ,                     (4)

где C
o
 — концентрация кислорода в поровом рас-

творе (кг/м3), а D
o
(θ

w
) — эффективный коэффици-

ент диффузии кислорода, зависящий от пористости 
бетона p

con
 и водонасыщенности S

w
. 

Температурное распределение в бетоне модели-
руется следующим уравнением, основанным на за-
конах тепло- и массопереноса, а также сохранения 
энергии:

 ,                 (5)

где λ — теплопроводность (Вт/(м К)), c — удельная 
теплоемкость бетона (Дж/(К кг)), ρ — плотность бе-
тона (кг/м3) и W — внутренняя тепловая мощность 
(Вт/м3). 

Коррозия стали в бетоне начинается после де-
пассивации арматуры. Ключевые немеханические 
процессы, способствующие коррозии, включают 
перенос кислорода к поверхности стали, плотность 
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электрического тока через поровый раствор, а так-
же катодный и анодный потенциалы. Потребление 
кислорода на катоде и аноде описывается реак- 
циями:

2H
2
O+O

2
+4e–4OH–,               (6)

что приводит к образованию гидроксид-ионов, ко-
торые движутся к аноду и реагируют следующим 
образом:

Fe2++2OH–Fe(OH)
2
.               (7)

4Fe(OH)
2
+O

2
+2H

2
O4Fe(OH)

3
.        (8)

Плотность тока на катодной и анодной поверх-
ностях определяется по уравнениям Батлера–Воль-
мера:

 .                   (9)

 ,                   (10)

где C
ob
 — концентрация кислорода на поверхности 

бетонного элемента (кг/м3), Φ — электрический 
потенциал в поровом растворе у арматуры (В), i

0c
  

и i
0a 

— плотности тока обмена катодной и анодной 
реакций (А/м2), Φ

0c
 и Φ

0а
 — равновесные потенциа-

лы катодной и анодной реакций (В), β
c
 и β

а
 — накло-

ны Тафеля для катодной и анодной реакций (В/дек). 
Электрический ток через бетон, обусловлен-

ный движением заряженных частиц, можно выра-
зить следующим образом, предполагая электроней-
тральность системы и равномерную концентрацию  
ионов:

,                  (11)

где σ — электропроводность бетона.
Скорость образования ржавчины J

r
 (кг/м2с)  

и масса гидратированной красной ржавчины  
на арматуре m

r
 (кг) рассчитываются следующим об-

разом:

J
r
 = 5,536 ∙ 10–7i

a
,                  (12)

m
r
 = J

r
tA

r
,                      (13)

где A
r
 — площадь поверхности арматуры.

Распределение продуктов коррозии (красной 
ржавчины) R (кг/м3 порового раствора) в порах  
и трещинах бетона моделируется через уравнение 
конвективной диффузии:

 ,                    (14)

где D
r
 — коэффициент диффузии продукта кор-

розии (м2/с). Уравнение описывает распределение 
ржавчины, образующейся в порах и трещинах бе-
тона вследствие растворимых частиц, которые мо-
гут мигрировать и реагировать с кислородом в по-
ровой воде [12–13].

На схеме (рис. 1) показан фрагмент железобе-
тонной опоры с арматурным стержнем, подвержен-
ным коррозии. Этот арматурный стержень показан 
в проекции, на которой показано изменение его се-

чения. На схеме приняты следующие обозначения: 
D — исходный диаметр арматурного стержня; с — 
толщина защитного слоя бетона; D

к
(t) — измене-

ние диаметра арматурного стержня при коррозии;  
d

к
(t) — изменение размера продуктов коррозии  

в твердом состоянии вокруг арматурного стержня; 
L

кmax
 = z

6
 – z

5
 — наибольший линейный размер 

коррозионного дефекта арматуры; L
zmax

 = z
8
 – z

7
 —

наибольший линейный размер продуктов коррозии 
на поверхности бетона. Ось OZ направлена вдоль 
арматурного стержня; ось OY направлена нормаль-
но к поверхности бетона и перпендикулярно оси 
арматурного стержня.

Таким образом, измерив, площадь продуктов 
коррозии на поверхности, определив концентрацию 
продуктов коррозии с принятыми допущениями, 
можно определить изменение сечения арматурно-
го стержня. В результате проведенных исследова-
ний получены относительно простые технические 
средства, позволяющие средствами неразрушаю-
щего контроля определять изменения сечения ар-
матурных стержней полых железобетонных опор, 
которые определяют их несущую способность.  
В этом случае можно воспользоваться Указаниями 
по техническому обслуживанию и ремонту опор-
ных конструкций ОАО «РЖД» [14], для которых 
определено снижение на 20 % сечения открытых 
металлических конструкций с возможностью их 
инструментального обследования для признания их 
остродефектными.

Методология. Для проведения эксперимента, 
подтверждающего распределение продуктов корро-
зии на поверхности бетона, были подготовлены об-
разцы с заданным количеством гидроксида железа 
в бетоне. 

Таким образом, для анализа использовались об-
разцы с известной концентрацией продуктов кор-
розии в виде Fe(OH)

3
, имитирующего разложение 

арматурных стержней.
Образцы были изготовлены из бетона М300, ко-

торый широко применяется в опорах контактной 
сети. В состав бетона входили следующие компо-
ненты: цемент, песок и вода в пропорции 1:1,9:0,5, 
при этом не использовался щебень, который  
не влиял бы на качество и параметры поверхности 
образцов.

Для создания образцов было изготовлено 8 ку-
бических форм размером 7×6×6 см. Каждый обра-
зец был тщательно изготовлен с использованием 
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Рис. 1. Схема распространения коррозии 
в защитном слое арматуры



О
М

С
К

И
Й

 Н
А

У
Ч

Н
Ы

Й
 ВЕС

ТН
И

К
 №

 3 (191)   2024
Э

Л
ЕК

ТРО
Н

И
К

А
,  Ф

О
ТО

Н
И

К
А

,  П
РИ

Б
О

РО
С

ТРО
ЕН

И
Е  И

  С
ВЯ

ЗЬ

153

формы для обеспечения однородной формы и раз-
меров.

Гидроксид железа был выбран в качестве до-
бавки, поскольку он является одним из основных 
продуктов коррозии арматуры в бетоне. Наша цель 
заключалась в том, чтобы оценить чувствительность 
портативного прибора РФА к продуктам коррозии.

Содержание гидроксида железа и масса каждого 
образца приведены в таблице (табл. 1).

Этот подход к изготовлению образцов позволяет 
создать стандартизированные условия для дальней-
шего исследования и точной оценки влияния раз-
личных концентраций продуктов коррозии на свой-
ства бетонных конструкций.

После того как образцы бетона затвердели, мы 
провели их анализ с помощью портативного при-
бора рентгенфлуоресцентного анализа (РФА). Этот 
прибор, изготовленный компанией X-MET8000 
Expert Geo, обладает высокой точностью и скоро-
стью определения элементного состава материала. 
Мы использовали РФА для определения содержа-
ния железа в каждом образце, а также для анализа 
других элементов, которые могут являться показа-
телями уровня коррозии железобетона.

X-MET8000 Expert Geo — это портативный ана-
лизатор рентгеновского флуоресцентного спектра 
(РФА), разработанный для быстрой и точной оцен-
ки состояния различных материалов, включая ме-
таллы, полимеры, древесину, руды, минералы и т.д. 
Этот прибор обладает высокой чувствительностью 
к легким элементам (Mg, Al, Si, P, S, Cl), низкими 
пределами обнаружения и высокой точностью.

X-MET8000 Expert Geo обладает высокой на-
дежностью и простотой использования, что делает 
его идеальным инструментом для быстрой и точной 
оценки состояния бетонных конструкций.

При проведении анализа методом РФА важно 
обеспечить оптимальные условия, чтобы получить 
точные и надежные данные. Анализ проводился 
при комнатной температуре, так как она обеспе-
чивает стабильные условия для работы прибора  
и образца. При этой температуре минимизируется 
влияние тепловых флуктуаций на точность изме- 
рений.

Выбор выдержки экспозиции в 30 секунд при 
проведении анализа обоснован стремлением к по-
лучению надежных и точных результатов анализа 
за минимально возможное время.

Первое, что следует отметить, это то, что вы-
держка в 30 секунд обеспечивает достаточное вре-
мя для того, чтобы все элементы, присутствующие 
в образце, успели выйти на стабильный уровень. 
Этот период времени позволяет прибору стабили-
зироваться и достичь оптимальных условий для ана-
лиза, а также обеспечивает достаточное количество 
времени для регистрации сигнала от всех интересу-
ющих элементов.

Второе: более длительная выдержка может при-
вести к увеличению времени анализа, что может 
быть нежелательно в практических условиях. По-
этому выбор выдержки в 30 секунд является ком-
промиссом между получением точных результатов 
и эффективным использованием времени.

Таким образом, выбор выдержки в 30 секунд об-
условлен стремлением к достижению оптимального 
баланса между точностью анализа и продолжитель-
ностью времени, необходимой для его проведения. 
Это позволяет получить надежные данные за корот-
кий промежуток времени, что важно для практиче-
ского применения метода РФА.

Перед анализом образцы были тщательно очи-
щены от загрязнений и подвергнуты обработке для 
получения ровной поверхности. Этот процесс обе-
спечил однородность и однородность образцов, что 
существенно влияет на точность и достоверность 
результатов анализа. Удаление грязи и других по-
сторонних частиц позволило избежать искажений  
и гарантировало чистоту данных, а обработка по-
верхности сделала ее более подходящей для изме-
рений, что существенно повышает качество иссле-
дования.

Результаты. В ходе исследования мы изучали 
связь между концентрацией гидроксида и железа  
в образцах бетона, проводя измерения и анализ 
данных. Первым шагом было вычисление коэф-
фициента корреляции Пирсона, который составил 
0,961, указывая на сильную положительную линей-
ную связь между концентрациями гидроксида и же-
леза в бетоне. Это означает, что при увеличении 
концентрации гидроксида концентрация железа 
также увеличивается.

Была построена линейная регрессия по экспери-
ментальным данным для понимания характера этой 
связи. Модель позволяет предсказывать концентра-
цию железа на основе концентрации гидроксида. 
Коэффициент детерминации (R2) равен 0,937, что 
указывает на высокую степень соответствия дан-
ных. Около 93,7 % вариации концентрации железа 
объясняется изменениями концентрации гидрокси-

Таблица 1

Параметры образцов с искусственной коррозией

Номер 
образца

Вес 
образца, г

Масса 
добавленного 

Fe(OH)
3
, г

Содержание 
Fe(OH)

3
  

в образце, %

1 328,7 0 0

2 423,9 0,92 0,22

3 463,1 2,00 0,43

4 403,3 2,62 0,65

5 417,9 3,61 0,86

6 408,1 4,40 1,08

7 394,2 5,14 1,30

8 413,8 6,31 1,52

Рис. 2. Градуировочная зависимость
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да, что свидетельствует о высокой точности анализа 
и его пригодности для диагностики железобетон-
ных конструкций.

В заключение: результаты важны для строитель-
ства и обслуживания инфраструктуры. Метод рент-
генфлуоресцентного анализа (РФА) показал высо-
кую чувствительность к концентрации гидроксида 
железа в бетоне, что позволяет определять умень-
шение сечения арматуры. Мобильные инструмен-
тальные средства определения концентрации про-
дуктов коррозии повышают качество диагностики, 
способствуют своевременному обслуживанию же-
лезобетонных конструкций, увеличивая их долго-
вечность и безопасность.
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 Omsk, Russia

EXPERIMENTAL STUDIES 
OF THE QUANTITATIVE COMPOSITION
OF CORROSION PRODUCTS 
ON THE SURFACE OF REINFORCED
CONCRETE STRUCTURES
Reinforced concrete structures play a key role in modern infrastructure, however, 
corrosion of reinforcement poses a serious threat to their durability and safety. 
In this study, the sensitivity of a portable X-ray fluorescence analyzer (XRF) to 
corrosion products on the concrete surface is considered. The experiment was 
conducted using concrete samples containing varying amounts of iron hydroxide. 
The results showed that the FRA demonstrates high accuracy and reliability in 
detecting corrosion, which contributes to the improvement of diagnostic methods 
and maintenance of reinforced concrete structures.

Keywords: reinforced concrete structures, reinforcement corrosion, X-ray 
fluorescence analyzer, diagnostics, corrosion products, durability, infrastructure.
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И. А. ШНЫПТЕВ
 Р. С. КУРМАНОВ

 Ю. М. СОСНОВСКИЙ
 А. А. КУЗНЕЦОВ 
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университет путей сообщения, 

г. Омск

РАЗРАБОТКА МЕТОДА 
ОПРЕДЕЛЕНИЯ УГЛА НАКЛОНА 
ОПОР КОНТАКТНОЙ СЕТИ 
ЖЕЛЕЗНОДОРОЖНОГО ТРАНСПОРТА
В данной работе рассматривается новый способ измерения и расчета угла 
наклона (крена) железнодорожной опоры или опоры контактной сети с по-
мощью летящего по прямолинейной траектории беспилотного летательного 
аппарата, параллельно железнодорожному пути. Проведен обзор существу-
ющих методов измерения, указаны их достоинства и недостатки. В рассма-
триваемом методе предлагается производить измерения углов и расстояний 
шестью лазерными сканирующими дальномерами, установленными по три 
штуки на горизонтальной и наклонной плоскостях беспилотного летательного 
аппарата. Это позволяет повысить быстродействие и точность определения 
угла наклона вертикально расположенных опор. В расчетах используются ми-
нимальные расстояния от лазерного сканирующего дальномера до верхней 
и нижней частей поверхности опор. В формулах используются геометриче-
ские соотношения и теорема косинусов для вычисления крена опор с учетом 
их конусности. 3-кратное измерение расстояний и углов позволяет провести 
по ним усреднение, что значительно повышает точность расчётов. Проведен 
модельный эксперимент на макете железобетонной опоры контактной сети  
в четырех ориентациях. Сделано сравнение теоретически рассчитанных и из-
меренных экспериментально расстояний и углов наклона. Точность определе-
ния параметров соответствует нормативным требованиям.

Ключевые слова: опора контактной сети, угол наклона, диагностирование, ла-
зерный сканирующий дальномер, беспилотный летательный аппарат, видео- 
камера, метод минимальных расстояний, безопасность ж/д транспорта.

1. Постановка задачи. Диагностика техническо-
го состояния и остаточного ресурса опор контакт-
ной сети (КС) является важной частью контроля 
безопасной работы железной дороги по перевозке 
грузов [1, 2]. Необходим постоянный мониторинг 
большого количества опор контактной сети систе-
мы электроснабжения стоящих вдоль путей. Одним 
из параметров контроля является измерение угла 
наклона опоры (далее крен), т.е. насколько сильно 
и в какую сторону произошел наклон [3, 4]. Крен 
можно измерять в градусах, радианах и в процен-
тах от высоты. Наклон опоры измеряется между 
вертикальной линией и осью симметрии опоры. 
По техническим условиям эксплуатации допустимо 
смещение вершины опоры параллельно ж/д пути  
3 %, а перпендикулярно 2 % от высоты опоры [5]. 
Измерение крена традиционными геодезическими 
методами, например с помощью теодолитов, зани-
мает много времени. Необходимы методы экспресс 
контроля величины наклона с последующей оцен-
кой технического состояния опоры. В работе пред-
лагается быстродействующий способ измерения 
крена с учетом конусности опор с помощью беспи-

лотного летательного аппарата (БПЛА). В настоящее 
время активно развиваются технологии с использо-
ванием БПЛА в различных областях науки и техни-
ки [6–12]. Например, такие методы применяются 
для контроля сельскохозяйственных полей, созда-
ния и проверки кадастровых карт различного типа, 
оценки состояния почвы и растений, культивируе-
мых на полях [6, 7, 9]. БПЛА используются для мо-
ниторинга состояния опор линий электропередач, 
проводов, степени утечки электрической энергии  
с проводов, их нагрева и состояния изоляторов [10, 
13, 14]. Относительно невысокая стоимость БПЛА 
вместе с оперативностью передачи данных по ка-
налам связи для последующей компьютерной обра-
ботки дает эффективный инструмент мониторинга 
за состоянием опор [11, 12].

2. Краткий обзор методов измерения крена 
инженерных сооружений башенного типа. Ана-
логичная задача по измерению крена технических 
сооружений башенного типа, таких как дымовые 
и вентиляционные трубы, колонны, водонапорные 
башни, антенные опоры и др. описаны в [15, 16] 
и приведённых в них обзорах литературы. С по-
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мощью различных приборов теодолитов, лазерных 
дальномеров, инклинометров и т.п. определяются 
расстояния и углы между различными направле-
ниями. Далее с помощью геометрической теоремы 
косинусов, свойств окружностей, треугольников 
находят отклонения от вертикали инженерных со-
оружений. Такой способ определения угла наклона 
сооружений еще называют методом триангуляции, 
хорошо известный в геодезии [15]. Все измери-
тельные приборы предполагаются неподвижными 
в пространстве. Подвижной в виде вращения во-
круг вертикальной и горизонтальной осей является 
приборная часть БПЛА, использующая в лазерном 
сканирующем дальномере (ЛСД) лазерный луч для 
измерения углов и расстояний. В работах [15, 16] 
отмечается, что для измерений наклона опоры мож-
но использовать БПЛА, но не приведены конкрет-
ные расчетные схемы. 

В данной работе предлагается способ измерения 
крена с подвижной платформы БПЛА. Приведены 
геометрические соотношения, позволяющие про-
вести математическую обработку измерений и рас-
считать с требуемой точностью угол крена опоры. 
Для иллюстрации возможностей данного метода из-
мерений был проведен и далее описан модельный 
эксперимент. Для определения крена нужно знать 
не только угол θ отклонения от вертикали, но и его 
ориентацию, то есть угол α относительно ж/д пу-
тей, этот наклон показан на рис. 1. В сферической 
системе координат угол θ называется зенитным,  
а угол α — азимутальным. Традиционно углы из-
меряются в двух вертикальных перпендикулярных 
плоскостях вдоль и поперек пути [2]. Аналогично 
работе [2] значение угла γ‖ наклона опоры вдоль 
пути по направлению скорости БПЛА будем счи-
тать положительным, а против — отрицательным. 
Углу γ⟘ отклонения опоры от пути присваиваем знак 
минус, а при наклоне к пути — знак плюс. Ось Y 
направлена вдоль путей в направлении скорости 
БПЛА. Ось X перпендикулярно, а ось Z вертикаль-
но, как показано на рис. 1.

Задача измерения угла наклона ж/д опор реша-
ется различными способами [2]. Например, с по-
мощью инклинометра определяется направление 
наибольшего наклона опоры. Более предпочтитель-
ными являются методы дистанционного измерения 
с помощью лазерных дальномеров. Наиболее про-
сто [3] рассматривать крен только в плоскости мак-
симального наклона, который определяется пред-
варительным визуальным осмотром и последующей 
проверкой с помощью инклинометра. Далее в этой 
плоскости проводятся измерение горизонтального 
смещения вершины от вертикальной ориентации 
опоры. Расстояния можно измерять с помощью 
лазерных дальномеров с погрешностью ± 1 мм  

и меньше. Затем, измеряя высоту, вычисляется угол 
θ отклонения от вертикали. 

3. Основные положения предлагаемого мето-
да измерения. Предлагаемый способ измерений  
с помощью БПЛА назовем «методом минимальных 
расстояний». Измерения будут проводиться с по-
мощью шести лазерных сканирующих дальноме-
ров, расположенных попарно в трех вертикальных 
плоскостях, установленных на БПЛА. Такое коли-
чество ЛСД использовано для повышения точности 
измерения углов. В общем случае для измерений 
достаточно использовать два ЛСД, для конусной 
формы опоры с поперечным сечением в виде круга. 
Современные ЛСД с частотой более 8000 отсчетов  
в секунду могут измерять расстояния от БПЛА  
до конусной опоры, сохраняя их в памяти. БПЛА 
летит по прямой параллельной линии путей на вы-
соте h и расстоянии L от опор (рис. 2). 

Контроль траектории БПЛА осуществляется  
с помощью внешних и внутренних инерциальных 
навигационных систем отсчета. При пролете БПЛА 
измерения производит первая пара верхнего и ниж-
него ЛСД, лежащая в одной вертикальной плоско-
сти, расположенной под углом β

1
 к плоскости пер-

пендикулярной линии путей. Далее при движении 
БПЛА напротив опоры делает измерения вторая 
пара ЛСД, лежащая в перпендикулярной плоско-
сти. Наконец, при удалении от опоры делает изме-
рение третья пара ЛСД, лежащая в вертикальной 
плоскости, расположенной под углом β

2
. Предпола-

гается известная марка опоры КС, а следователь-
но, ее характеристики: конусность, высота, глубина 
подземной части. Тогда по известному расстоянию  
от вершины опоры можно определить радиусы се-
чения на любом уровне. На БПЛА установлена так-
же цифровая видеокамера с высоким разрешением, 
позволяющая оператору осуществлять визуальный 
контроль за процессом измерений и внешним ви-
дом опоры. 

Три верхних ЛСД измеряют многократно рас-
стояния (рис. 2) в горизонтальной плоскости  
до верхнего сечения опоры. В приборах среди из-
меренных расстояний запрограммированно выби-
раются три минимальных L

4
, L

5
, L

6
 до одной и той 

же точки O
2
 на верхнем сечении опоры (рис. 3). 

Три нижних ЛСД лежат в плоскости, ориентиро-
ванной под углом α

2
 вниз к горизонту, и измеряют 

расстояния до поверхности в нижней части опоры. 
Отрезки L

1н
, L

2н
, L

3н
 определяются как минимальные 

расстояния до одной той же точки в нижней части 

Рис. 1. Показаны углы в сферической системе 
координат θ, α и углы γ⟘, γ‖, используемые 
для контроля угла отклонения опор КС

Рис. 2. Изображена опора с наклоном от путей 
и вдоль БПЛА   скорости движения БПЛА. 

Обозначены расстояния, измеренные всеми 
шестью ЛСД
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образующей сечения опоры. Отрезок L
5
, измеряе-

мый верхним ЛСД, лежит в горизонтальной плоско-
сти и перпендикулярен к железнодорожному пути. 
Два остальных верхних ЛСД также выбирают среди 
измеренных минимальные расстояния L

4
, L

6
, лежа-

щие в горизонтальной плоскости и направленные 
под углами β

1
, β

2
 соответственно к отрезку L

5
. 

Углы α
2
, β

1
, β

2
 были взяты равными 45 граду-

сам. Технические характеристики современных 
ЛСД позволяют измерять эти расстояния с шагом 
1 мм вдоль траектории движения БПЛА. В резуль-
тате измерений получаем в виде множества точек 
две практически непрерывные образующие линии 
верхнего и нижнего сечений опоры. Эти данные 
можно записывать на флэш-память, либо переда-
вать по каналу связи для обработки информации. 
Заметим, что на рис. 2 показана пространственная 
картина измеренных всеми ЛСД минимальных рас-
стояний в последовательные моменты времени. На-
помним, что радиус сечения можно вычислить на 
любой заданной высоте по известным техническим 
характеристикам опоры. Это позволяет определить 
положения центров верхнего и нижнего горизон-
тальных с радиусами r и R соответственно сечений. 
Далее, как показано на рис. 2, можно определить 
азимутальный угол α наклона по отношению к на-
правлению ж/д рельсам и крен θ в вертикальной 
плоскости.

На рис. 3 s
1
 = v

БПЛА
t
1
, s

2
 = v

БПЛА
t
2
, s

3
 = v

БПЛА
t
3
 —  

это расстояния, которые пролетает БПЛА по пря-
мой от начального положения в пространстве  
в момент измерения расстояния до точки О

1
 на по-

верхности нижнего сечения до второго положения 
в пространстве в момент измерения расстояния до 
точки О

2
 на поверхности опоры верхнего сечения 

тремя парами ЛСД. L
1
, L

2
, L

3
 — проекции на гори-

зонтальную плоскость минимальных расстояний L
1н
, 

L
2н
, L

3н
, измеренных в БПЛА нижними ЛСД (рис. 

2). Заметим, что нижнее сечение опоры радиусом 
R получается пересечением ее горизонтальной 
плоскостью. Очевидно, что расстояния связаны 
геометрически следующим образом: L

1
 = L

1н
cosα

1
, 

L
2
= =L

2н
cosα

2
, L

3 
= L

3н
cosα

3
 на рис. 3. L

4
, L

5
, L

6
 — 

минимальные расстояния от трех верхних ЛСД  
до точки О

2
 верхнего сечения опоры. Из рис. 3 вид-

но, что смещение центра сечений в перпендикуляр-
ном направлении равно ∆L. Далее вычисляем <L

2
> 

как среднее значение проекций L
1
, L

2
, L

3
 на перпен-

дикуляр к пути. Теперь можем вычислить тангенс 
азимутального угла tgα=∆L/s

2
. Среднее расстояние 

s
2
, пройденное БПЛА от измерения напротив ниж-

него сечения до измерения напротив верхнего се-
чения. Зная моменты времени, когда производятся 
измерения и скорость v

БПЛА
 полета БПЛА с учетом 

геометрических соотношений, получим s
2
. Рассто-

яние L
5
, измеренное с помощью ЛСД2 до точки О

2 

верхнего сечения геометрически, можно выразить 
через измерения боковых расстояний L

4
 и L

6
 с по-

мощью ЛСД1 и ЛСД3. Зная L
5
 и s

2
, получим тангенс 

угла tg θ = (∆L
2
 + s

2
2)1/2/h.

4. Описание эксперимента. Описанный выше 
способ измерения наклона опоры был реализован 
в модельном эксперименте на уменьшенной копии 
опоры КС. Из хорошо отражающего белого картона 
был изготовлен макет опоры высотой 600 мм. Ма-
кет опирался нижней частью на полусферу и мог 
иметь различные углы крена до 25 градусов. Для 
оценки практической реализации данного метода 
было проведено 4 цикла экспериментальных изме-
рений с различными углами наклона и ориентации 
макета опоры в пространстве: 1) [α = 00 θ = 00];  
2) [α = 00 θ = 100]; 3) [α = 450 θ = 100]; 4) [α = 900 
θ = 100]. 

Для удобства измерений макет опоры помещал-
ся на стол. Азимутальный угол α отсчитывался от 
направления длинной стороны стола (имитация рас-
положения вдоль ж/д путей и соответствует оси Y) 
и зенитный угол с вертикалью θ показаны на рис. 
1. Работа БПЛА имитировалась ЛСД, закрепленным 
на штативе на высоте 550 мм от поверхности сто-
ла. Этот штатив помещался на другой длинный го-
ризонтально расположенный стол и мог двигаться 
параллельно первому столу. ЛСД измеряло расстоя-
ние и углы наклона (с помощью встроенного в ЛСД 
цифрового двухосевого инклинометра) с горизон-
талью и вертикалью от плоскости YZ. Измерение 
углов поворота на рис. 3 β

1
 = β

2
 = 45 градусов во-

круг вертикальной оси Z, отсчитывались по обыч-
ному транспортиру. Общий вид и принцип снятия 
показаний при проведении эксперимента представ-
лен на рис. 4 в плоскости XZ (вид сбоку) и в плоско-
сти XY (вид сверху) (рис. 5). Отсчет значений углов 
показан на рис. 1 в соответствии с применяемой  
на ж/д схемой по контролю за опорами [1]. 

Полет БПЛА имитировался перемещением шта-
тива по прямой с закрепленным на нем ЛСД, с ша-

Рис. 3. Вид сверху на пространственное 
положение измеряемых расстояний

Рис. 4. Схема эксперимента при измерениях 
параметров расстояния до опоры КС при помощи 

ЛСД систем (вид сбоку), где ЛВ — луч 
верхнего лазера верхнего ЛСД, ЛН — луч 

нижнего лазера нижнего ЛСД, 
в момент измерения
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гом Δs, равным 10 мм (рис. 5). Прямая линия траек-
тории ЛСД на штативе вдоль длинной стороны стола 
(т.е. имитация полета БПЛА параллельно ж/д пути 
вдоль оси Y) находится на расстоянии L от верти-
кальной оси (ось Z) макета опоры (рис. 2). Заметим, 
что расстояния L можно выразить через L

2
. Снача-

ла измерялись расстояния до образующей верхне-
го сечения макета, а затем отсчитаны расстояния  
до нижней образующей. При проведении измере-
ний мы определяли минимальные расстояния до 
поверхности опоры на уровне верхнего сечения 
для трех положений ЛСД в горизонтальной пло-
скости и под углами α

1
, α

2
, α

3
, к этой же плоско-

сти измерены тремя нижними ЛСД минимальные 
расстояния к нижнему сечению опоры. При про-
ведении эксперимента были измерены и зафикси-
рованы расстояния и углы, представленные ниже  
и в табл. 1. Соответствующие параметры L

1н
 =  

=866 (мм), α
1
 = 35,3 º, β

1
 = 45 º, L

2н
 = 707 (мм),  

α
2
 = 45 º, β

2
 = 45 º, L

3н
 = 866 (мм), α

3
=35,3 º. Радиусы 

горизонтальных сечений макета опоры в верхней 
части r = 62 (мм) на высоте 550 (мм) и нижней —  

R = 78 (мм) на высоте 50 (мм). Для всех указанных 
ориентаций опор данные параметры постоянные. 

При проведении реального эксперимента  
на железной дороге все необходимые параметры 
для расчетов и вычислений углов наклона θ опор 
КС по предложенному нами методу оператор БПЛА 
сможет использовать и задавать данные описанного 
в статье измерительного комплекса и встроенного  
в БПЛА навигационного оборудования (с заранее 
занесенной в его память электронной картой мест-
ности высокого качества требующегося участка 
ж/д пути при проведении текущих измерений).

Ниже, в табл. 1, приведены значения, ожидае-
мые теоретические (теор.) и практические (прк.) 
данные измерения, полученные в результате прове-
денного эксперимента, обнаруженные отклонения 
происходят в пределах ± 5 мм. 

Выводы. В работе описан метод измерения угла 
отклонения θ опор КС системы электроснабжения 
ж/д транспорта. Метод основан на бесконтактных 
измерениях расстояний от ЛСД, расположенного 
на борту БПЛА, до опор КС. 

По результатам проведённого анализа существу-
ющих и используемых на практике современных 
методов контроля опор КС можно сделать вывод, 
что они все более оценочные и статистические, 
основанные на начальном этапе контроля опоры  
на внимательности и визуальном восприятии сте-
пени угла наклона опоры θ оператором, то есть  
на человеческом факторе, который может объеди-
нять множество случайных и вероятностных оши-
бок, и это будет приводить к пропуску реальных 
нарушений, ошибочным положительным заклю-
чениям о допустимом угле наклона опоры или же  
к большой затрате рабочего времени на проведение 
второй стадии контроля и измерений (более тру-
доемкой, технически сложной и затратной по вре-
мени) с использованием существующих методов,  
в основе которых менее точное, маломобильное 
оборудование и ошибки (наличие человеческого 
фактора), то есть опоры с ложной дефектовкой  
на основе визуального восприятия угла наклона 
опоры θ оператором на начальном этапе контроля 
[1, 2, 15]. Поскольку выявление крена с превышени-
ем максимально допустимого угла отклонения опор, 
всего на 2–3 градуса, основано на человеческом 
факторе и чаще всего визуально слабо заметно,  
а выявляются чаще после возникновения на данном 

Рис. 5. Схема эксперимента при измерениях расстояний 
до опоры КС при помощи ЛСД [α = 90 º θ = 10 º] 
(вид сверху), где ∆s — интервал смещения ЛСД 

при повторном измерении расстояния, 
∆L — интервал смещения центра 

сечений в перпендикулярном направлении, 
O — центральное положение вертикальной оси опоры 

(ось Z), Oр — реальное положение вертикальной 
оси опоры в момент измерения, v — скорость

 (направление) движения ЛСД

Таблица 1

Значения параметров для расчета угла наклона опор КС

Параметры, мм s
2

L
4

L
5

L
6

ΔL ∠α (град.) ∠θ (град.)

Опора 1
α = 0 º
θ = 0 º

теор. 0 731 517 731 0 º 0 º 0 º

прк. 5 726 523 719 0,7 º 3,1 º 0,7 º

Опора 2
α = 0 º
θ = 10 º

теор. 88 731 517 731 10 º 0 º 10 º

прк. 82 726 509 734 9,3 º 3,5 º 9,3 º

Опора 3
α = 45 º
θ = 10 º

теор. 62 643 454 643 10 º 45 º 10 º

прк. 58 649 448 647 9,2 º 44,5 º 9,2 º

Опора 4
α = 90 º
θ = 10 º

теор. 0 606 429 606 10 º 90 º 10 º

прк. 4 604 427 611 9,6 º 87,3 º 9,6 º
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участке ж/д предаварийной или аварийной ситуа-
ции [1] или же случайного пропуска дефекта [2]. 

В предложенном, экспериментально промоде-
лированном и описанном в данной работе методе, 
названном «методом минимальных расстояний», 
(объединили два предложения), все измерения 
расстояний до опоры выполняются многократно  
и в нескольких плоскостях, с высокой точностью  
и скоростью измерения этих параметров. Что так-
же при качественной математической обработ-
ке и усреднении полученных многократно изме-
рений значительно повышает точность расчетов  
и компенсирует случайные ошибки. Для повыше-
ния точности и информативности предложено ис-
пользовать блок из шести ЛСД, выполняющих вы-
сокочастотный цикл измерений расстояний (от 8000 
раз в секунду) при полете вблизи объекта исследо-
вания (порядка 1-й, 2-х высот объекта) и не выше 
его высоты.

И поскольку предполагается использовать  
в предложенном методе БПЛА, то можно утверж-
дать, что метод будет не только более мобильным, 
более точным и более быстрым [10–12]. Для про-
ведения контроля опор (на мосту или в болотистой 
местности) находиться рядом с опорой (для ис-
пользования приборов контроля прямого взаимо-
действия с опорой) не всегда допустимо, а также 
находить множество надежных, устойчивых пло-
щадок на земле для расположения существующе-
го оборудования оптического контроля (теодолитов  
и др.) для проведения многократных измерений  
в нескольких плоскостях (т.е. с разных точек  
на земле) не всегда возможно. Для получения опе-
ратором, использующим традиционное оборудова-
ние, такого же количества данных измерений и та-
кого же уровня их точности, которое выполняется 
предложенной в работе методом при одном пролёте 
вдоль линии ж/д пути с помощью измерительного 
комплекса, установленного на БПЛА. Это сравне-
ние показывает, что предложенный в работе метод 
дает возможность оперативно и точно контролиро-
вать угол наклона опоры КС системы электроснаб-
жения железнодорожного транспорта.  

В результате проведенной работы получены вы-
ражения и проведена экспериментальная проверка 
четырех вариантов отклонения железобетонной 
опоры КС относительно ж/д пути с требуемой точ-
ностью для данного вида измерений. 
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DEVELOPMENT METHOD 
OF DETERMINING ANGLE 
OF THE RAILWAY CONTACT 
NETWORK SUPPORT INCLINATION
This paper discusses a new method for measuring and calculating the angle of 
inclination of a railway support or a contact network support, using an unmanned 
aerial vehicle flying along a straight path, parallel to the railway track. A review of 
existing measurement methods is carried out, their advantages and disadvantages 
are indicated. In the method under consideration, it is proposed to measure angles 
and distances with six laser scanning rangefinders installed in threes on horizontal 
and inclined planes on an unmanned aerial vehicle. This allows you to increase the 
speed and accuracy of determining the angle of inclination of vertical supports. The 
calculations use the minimum distances from the laser scanning range finder to the 
top and bottom of the support surface. The formulas use geometric relationships and 
the cosine theorem to calculate the roll of supports taking into account their taper. 
Measuring distances and angles three times allows for averaging over them, which 
significantly increases the accuracy of calculations. A model experiment is carried out 
on a model of a reinforced concrete contact network support in four orientations. A 
comparison is made between theoretically calculated and experimentally measured 
distances and inclination angles. The accuracy of parameter determination complies 
with regulatory requirements.

Keywords: overhead contact line support, tilt angle, diagnostics, laser scanning 
rangefinder, unmanned aerial vehicle, video camera, minimum distance method, 
railway transport safety.
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ОМСКИЙ НАУЧНЫЙ ВЕСТНИК 

включен  в  Перечень  рецензируемых  научных  изданий, в которых должны быть 
опубликованы  основные  научные  результаты  диссертаций на соискание ученой 

степени  кандидата  наук,  на  соискание  ученой  степени  доктора  наук
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Цена свободная
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